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第 一 章 方程 的 导出 和 分 类 


在 微 积 分 出 现 后 不 久 ,就 开始 了 偏 微分 方程 的 研究 .由 于 许多 
物理 的 基本 规律 的 数学 形式 都 是 偏 微分 方程 ,所 以 ,这 些 来 日 物理 
的 偏 微分 方程 就 是 常 说 的 数学 物理 方程 。 三 类 基本 的 二 阶 仿 微 分 


方程 是 
波动 方程 
g 2: T ab ae — 0 
热传导 方程 
u |Zu _ du , Qul. 
a a ag Cay 5a] 9 
拉 普 拉 斯 方程 
Fu Fu fu 
as a^ de? =0 ` 


我 们 将 开始 研究 这 些 方程 。 研 究 的 一 般 程序 是 , (1) 根 据 物理 问题 
的 有 关 定 律 建立 相应 的 数学 模型 ;(2) 对 数学 模型 进行 求解 ;(3) 对 
所 得 解 检 验 鉴 定 其 正确 性 。 


$ 1. 1 方程 的 导出 和 定 解 条 件 


1 .波动 方程 


D 弦 振 动 方程 

在 数学 物理 方程 中 最 重要 的 问题 之 一 是 拉 紧 的 弦 的 振动 问 
题 ,这 不 仅 是 由 于 它 简单 ,更 重要 的 是 它 经 常 出 现 许 多 数学 物理 的 
分 支 中 ,所 以 在 偏 微分 方程 理论 中 把 它 当 作为 一 个 典型 的 例子 , 考 


.1. 
9510164 


SKKN 1 WS Wak. | 
337 8 3 BU 8: gb yy OLI UM ESNE NO DET 7p: 
规律 ,并 作出 必要 的 符合 实际 的 简化 。 弦 振动 是 一 个 力学 系统 ,所 
以 它 的 运动 应 符合 牛顿 运动 定律 , 故 可 对 它 作 如 下 的 简化 假设 : 
设 芒 未 受 扰动 时 的 平衡 位 置 是 在 z 轴 上 , 纺 上 各 点 的 位 移 发 
EEG NE F z 办 方向 上 ， 以 u (z, DRE EX = Hb 
在 时 刻 i 的 位 置 。 如 图 1-1， 
Bu. 
^4. Tp am (1) 2 E 35 3k EUÉ HG AE 
| É CBE Ez A HEE HD .因此 ,在 
AETIA ARKAE 
的 切线 方向 。 
(2) 弦 的 每 一 段 在 振动 
"n ”过 程 中 都 不 伸 长 ,根据 虎 克 
定律 ,张力 是 常数 。 
(3) 弦 的 重量 与 张力 相 比 很 小 。 
(4) 弦 只 有 微小 的 横向 振动 。 这 并 不 是 说 wrz' 轨 很 小 ,而 是 设 
ulr DARD, MAM 好 (zz 的 可 以 略 去 不 计 。 | 
建立 数学 模型 时 ,这 种 简化 假设 是 必须 的 ,做 什么 样 的 假设 视 
要 解决 的 问题 的 性 质 和 所 需 的 精确 度 而 定 ， 这 是 一 个 实验 与 实践 
的 问题 ,而 不 是 理论 问题 。 


建立 数学 模型 的 下 一 步 是 分 析 蓄 上 一 小 段 op， Wr SEU 
上 的 作用 力 , 它 们 有 | 

作用 在 a 点 处 的 张力 T Go) 

作用 在 5 点 处 的 张力 T(z 十 Ax) 


作用 在 a6 上 的 外 力 FC Das Kt FOOD RED z-- Ax ]P3 
某 点 上 处 的 力 密度 。 于 是 沿 水 平方 向 的 分 力 为 


1 1 
T + Anos — T (z)eosa = T| Vi + tep A 


satortce 


=. 2». 


1 1 
P 1 + wi») V1 十 = 
Ë z 方向 的 分 力 为 


T (x + Az)sin8 — T (x)sina + F(8,tyAz = pAT — 

由 于 微小 振动 

sina zz tga = — sinf zz tg = ED 
BU 

Pulz, t) — MTT ANM x,t) | 2u(x,t) 

par EEDD = pps ven — S + FG, Ax 
应 用 微分 中 值 定理 即 得 
^ Pulz t) 
par eS 
= r LE Ana, + FEDA O<r<1) 


将 上 式 两 端 除 以 pAr, S Az 习 0, 有 &->x,z-*z, 取 极限 得 


37? LETRE (1.1. D 
其 中 =L, ==. A. 1. DARTH IZURRI 
规律 ,通常 称 它 为 弦 振 动 方程 。 | 
# FG,.00,7 RO. 1. 1) 化 为 
Fu Su 
_ 称 为 弦 的 自由 振动 方程 。 


由 于 弦 在 纳 紧 以 后 , 相 邻 各 “ 微 元 "之 间 有 张力 ,在 张力 作用 
下 ,一 个 微 元 的 振动 必定 带动 它 的 邻近 微 元 ,而 邻近 微 元 又 带动 它 
自己 的 邻近 微 元 …… ,这样 ,一 个 微 元 的 振动 必然 传播 到 整 根 弦 。 
这 种 振动 传播 现象 叫做 波 。 因此, 式 (1.1.1), 式 (1.1.2) 又 称 为 一 
维 波动 方程 。 - 
: 3. 


2) 膜 振动 方程 

考察 一 块 柔软 均匀 的 张 紧 的 膜 。 我 们 取 膜 静止 时 所 在 的 平面 
为 roy 平面 ,用 x(zyy' 思 表示 膜 在 点 (zy) 处 在 时 刻 上 的 运动 位 
移 。 假 设 膜 是 不 能 抵抗 弯曲 和 切 变 的 , 当 受 外 力作 用 时 ,由 于 膜 的 
张力 作用 , 膜 产生 往返 上 下 的 微小 振动 。 在 上 述 假 设 下 ,我 们 可 以 
导 得 张力 的 线 密度 7 的 数量 了 可 近似 地 视 作 与 时 间 及 位 移 无 关 
B 


图 1-2 


现在 导出 膜 振动 方程 。 假 设 膜 在 振动 时 受到 垂直 方向 的 外 力 
密度 为 下 Cr,y't。 在 膜 上 任 取 一 块 微小 元 素 , 由 于 振动 是 微小 的 ， 
这 块 元 素 的 面积 近似 地 等 于 Arsy, RE 1-2。 若 了 是 单位 长 度 上 
的 张力 , 则 作用 在 这 块 微 元 各 边 上 的 力 是 TAz 和 TAy。 在 垂直 方 
向 的 分 力 是 | 

T'xsinB — T'Axsina + T'Aysinó — TAysinY 
因为 振动 是 微小 的 , 故 | 
sinf 2v tgp, sina ~ tga, sinó == tg, siny =< tg/ 
于 是 作用 在 这 块 徽 元 上 垂直 方向 的 合力 为 

Flr ytArAy + TAr(tgf — tga) + TAy(tgó — tgr) 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 得 

p^A Zu = TAr(tgB — tga) 


A. 


+ TAy(tgó — tgY) + Fix, y,DAxAy (1. 1. 32 
其 中 o 为 单位 面积 膜 的 质量 ,A4sArAy, 由 微 积分 学 知 
OAC A y + Ay) 
em a BB = Jy 
o duCx + Ax, y) 
i dr 


tg 


tgó 


_ TC 
= ir , tg 


ERU z z € (z,z=+ Az), yo yi€ (Cy,y 十 Ay), 把 这 些 值 代入 式 
(1.1. 3) 得 
Fu par% Eny T Ay) _ Ulay) 
PAXAY x TAzE P ] 
Mz 十 ÅT, y) _ da Cx, , 
+T 一 一 一 一 让 


将 上 式 除 以 oAzAy dE Az y 都 趋 于 零用 极限 得 
| Fu | du 
— 一 人 | 2 十 Jy? 


304 +F(z,y,)AzAy . 


+ f(r,y,t) (1.1. 4) 


其 中 a=. fe, = LEY k EROS Hla 
程 。 
如 果 考 察 电磁 波 或 声波 在 空间 的 传播 ,我 们 还 可 得 到 三 维 的 
波动 方程 
Fu s{ Fu du 


= aS x 


= = a| = + |+ fay ALD 


波动 方程 在 经 典 物 理 和 量子 物理 的 每 个 部 分 都 可 能 出 现 , 它 
在 各 种 条 件 下 的 解构 成 本 书 的 重要 内 容 。 


2. 热传导 方程 


现在 研究 均匀 物体 中 热 的 传导 。 由 于 温度 不 均匀 ,热量 从 温度 
高 的 地 方向 温度 低 的 地 方 转移 ,这 种 现象 叫 作 热传导 , 故 有 
- 物理 模型 : 设 有 一 温度 分 布 不 均匀 的 热 物 体 , 体 内 有 窗 度 为 
FM ,2) 的 热源 。 试 建立 热传导 方程 。 
物理 规律 :热量 守恒 律 .物体 内 部 的 热量 的 增加 等 于 通过 物体 
' . 5 . 


界面 流入 的 热量 ESARET EAA E 


^o Bta c N t EC 
KA ART psa ee SUE udi 


简化 假设 :物体 为 均匀 各 向 同性 的 ， 固 此 认为 物体 的 密度 o. 
Hik .导热 系数 不 均 是 常数 。 服 从 傅 里 叶 实 验 定理 。 

下 面 用 “ 微 元 法 ”来 建立 数学 模型 。 W ud DA M(z,y,z) 
在 时 刻 t 的 温度 。 任 取 一 体 微 元 dV ,其 表面 积 记 为 5, 我们 讨论 这 
个 微 元 内 的 热平衡 。 - 

先 考 查 流入 微 元 的 热量 。 流入 dV 的 热 是 来 自 热传导 及 热源 。 
由 传 热学 中 的 传 里 叶 定 律 :热流 强度 与 温度 梯度 成 正比 。 即 

vu = — Ë » gradu (k > 0) 

负 号 是 由 于 热量 的 流向 与 温度 梯度 的 正 向 相反 。 在 单位 时 间 内 流 
入 dy 的 总 热量 为 


.= [teraou » . dS -|j kdiv grad udV 


IT S 的 外 法 线 , 来 自 热源 的 热量 为 - 
0, = li F(M,t)dV 


其 次 考察 微 元 dy 温度 升 高 所 需 的 热量 ,由 热力 学 知 ,单位 时 
间 内 dV 温度 升 高 所 需 的 热量 为 | 


0, = I cp A dV 


V 


由 热量 守恒 律 得 f 
| divk gradudV 十 III F(M.tDdV = III cp Ady 
v v V 


H | 的 任意 性 , 故 有 
Fu Fu Fu 
Jr? o gut FM ,1) 


ey t + 


或 


u _ oz| v 2 =] 
了 tata 


eia Pe, 
(L. 1. 6) 式 称 为 非 齐 次 热传导 方程 。 


如 果 所 考察 的 物体 内 部 无 热源 ,方程 (1.1. 6) 化 为 


+ f(M.t) (1.1. 6) 


du y Fu du 
37 * + ; 十 x (1.1.7) 
称 为 齐 次 热传导 方程 


热传导 方程 还 可 描述 扩散 物质 的 浓度 ， 粒子 的 扩散 等 物理 现 
象 。 | 
3. hr thu HR J EF fs (Poisson ) 方 程 


现在 我 们 来 导出 偏 微 分 方程 理 沦 中 最 著名 的 一 个 方程 一 拉 
普 拉 斯 方程 。 
考察 电荷 密度 为 paye) TERR s= 1 的 静电 场 E, 设 点 
M(z,y, BIA @(m.y.z) MH E V H, 158 BE 
E = — grade 
任 取 一 体 微 元 ,其 表面 积 记 为 5, 所 围 区 域 记 为 2, 根据 静电 
学 基本 定理 ; 穿 过 闭合 曲面 8 向 外 的 电 通 量 等 于 闭合 曲面 S 所 围 
空间 OQ 中 的 电量 的 4+ fr LED 
QE «d$ = ixl py, z)dv 
应 用 曲面 积分 的 高 斯 定理 得 
J| uvaar = lI 4r0(zryyyz)dr 


III divgradgdo = ll 一 4np(x,y,z)dv 
由 于 吕 是 任 取 的 区 域 , 故 


divgrady 一 一 4zpCr, y,z) 
即 


7€ 4 PPa P = apley) s ALD 
称 为 波 阿 松 方程 或 有 源 的 电势 方程 。 O ， 
特别 是 在 自由 电场 (好 p 一 0 的 情形 ) 中 , 册 方 各 (1.1.8) 化 为 
eoe. o. (1.1.9) 
—— —Ü _ 


拉 普 拉 斯 方程 不 仅 出 现在 静电 场 问题 中 ， 它 还 可 描述 许多 物 . 
理 现象 ,如 定 当 温度 场 ,引力 势 , 演 体 力学 中 的 势 和 弹性 力学 中 的 
调和 势 等 .概括 地 说 , 它 所 描写 的 自然 现象 是 恒 稳 的 ,定常 的 , 亦 即 


与 时 间 无 关 的 。 | 
为 书写 方便 ,引入 拉 普 拉 斯 算 子 A( 或 A)， 

2 2 F 

A = 3⁄2 + ay 十 3 


于 是 , 拉 普 拉 斯 方程 可 表 为 
| Au = 0 (Au = 0) 
波动 方程 和 热传导 方程 可 表 为 
Fu an à 
a 74 E! 
这 三 个 方程 各 是 一 类 方程 的 典型 ,各 反映 一 类 自然 规律 性 。 
4. 定 解 条 件 


数学 物理 方程 是 同一 类 现象 的 共同 规律 ,例如 ,不 论 是 弹性 

体 ,流体 或 电磁 现象 ,它们 的 一 些 典型 波动 过 程 , 都 是 由 波动 方程 

描述 的 .又 如 ,物体 内 部 温度 分 布 规律 .扩散 物质 的 浓度 .电缆 的 传 

输 是 由 热传导 方程 描述 的 ,可 是 ,在 同一 类 物理 现象 中 ,各 个 具体 

问题 又 各 有 其 特殊 性 ,物理 规律 并 不 反映 这 种 特殊 性 .例如 对 同一 

根 弦 ,用 藩 刀 背 蔽 击 下 发 出 的 声音 比较 刺耳 ,而 用 手指 的 弹拨 下 发 
s.o 


= a'u 


pico S EE HY SUE TA S Ek e] REA ER ETT E F 
“初始 “时 刻 的 振动 情况 不 一 样 , 后 来 的 振动 情况 也 就 不 一 样 ,又 如 
剧院 内 壁 仅 采 用 普通 砖 墙 ,由 于 较 强 的 反射 性 使 声波 在 剧院 内 壁 
多 次 反射 ,形成 “余音 不 绝 ”, 使 人 无 法 听 清 ,着 内 壁 镶 有 适当 的 吸 
声 材 料 , 传 到 墙壁 的 声波 大 部 分 被 吸收 ,而 消除 了 “ 余 声 不 绝 ”, 了 折 
起 来 就 比较 清楚 了。 虽然 声波 是 按 同 样 的 规律 在 剧 尘 空 间 传 播 , 内 
壁 材料 的 吸 声 性 能 对 剧院 声学 质量 却 有 极 大 的 关系 。 因 此 ,为 了 刻 
划一 个 有 具体 的 对 象 , 还 需要 一 定 的 补充 条 件 . 这 些 补充 条 件 称 为 定 
解 条 件 . 在 数学 物理 方程 理论 中 ,我 们 总 是 联系 着 一 ERI XE BER TE 
T a 全 方程 的 .这 就 叫做 定 解 问题 。 

多 的 定 解 杀 件 有 两 大 类 。 一 .类 是 对 于 描述 随时 间 演变 的 广 
"mee 1.2)、 式 (1.1.7)( 这 类 方程 统称 为 发 展 方程 ) ,需要 给 
出 在 初始 时 刻 的 状态 ,例如 对 于 方程 (1. 1.7), 就 需要 指定 初始 时 
刻 ( 设 为 :=0) 的 温度 : 

uCr,y,z.t)l..-—q m.y.z (1. 1. 10) 

其 中 zyy*z) 是 已 知 函 数 ,对 于 方程 (1. 1.2), 由 于 它 描述 一 个 力 
学 运动 规律 ,需要 指定 初始 位 移 和 初始 速度 。 

ul =p Gne. y (PP BAD (11.11) 

A. LIOMA. 1.11) 称 为 
初始 条 件 。 

值得 注意 的 是 ,初始 条 件 

应 当 给 出 整个 系统 的 初始 状 

态 , 不 能 只 是 系统 中 个 别 点 的 

初始 状态 .例如 一 根 长 为 7 两 

- 端 固定 的 粥 ,开始 时 将 中 点 朝 

横向 拉 开 距离 (图 1-3) ,这 个 

1-3 初始 位 移 不 能 写成 


ulo =h 


”而 应 是 
l 
0 < =< p 
u lizo . ] 
f T — z) z< =< | 
如 果 我 们 研究 一 个 有 界 区 域 吕 中 的 物理 现象 ,例如 O 内 的 温 
度 分 布 或 者 一 段 弦 [0, 站 的 振动 , 则 区 域 边界 aQ C (00,70 E 69 38 
态 将 是 十 分 重要 的 。 它 反映 物体 与 周围 介质 的 相互 作用 ,描述 系统 
或 过 程 边界 状态 的 条 件 称 为 边界 条 件 . 常 见 的 边界 条 件 有 以 下 三 
类 。 
第 一 类 边界 条 件 , 直 接 给 定 了 未 知 函数 在 边界 上 的 值 . 即 
— ula f(M,.D, MERN (FB (1.1.12) 
它 称 为 第 一 类 边界 条 件 。 
例如 长 为 ! 的 纺 ( 杆 ) ,两 端 男 定 可 表 为 
、 DIPL u|.-.—0 
* rl 端 按 已 知 规律 DEO EM u |. = f, c2» 
又 如 细 杆 导热 问题 , 若 杆 的 一 端 z=a 处 于 便 温 we 的 环境 中 ， 
即 
u |... = ue 
或 温度 按 已 知 规律 At) 变化 ,应 表 为 
| 一 7) 
第 二 类 边界 条 件 ,给 定 的 是 未 知 函 数 在 边界 法 向 导数 导 的 值 ， 
即 
` |a= fMD MEN (END (1.1.13) 


n 为 边界 a0 的 外 法 矢 , 它 称 为 第 二 类 边界 条 件 ， 
例如 ,长 为 的 细 杆 导热 问题 , 若 z==0 端 有 热流 Q(z) 流 入 ,在 
z=1 端 绝热 ,由 傅 里 时 实验 定律 知 , 流 出 热量 Q= 一 4 学 ,于 是 在 
xz 一 0 端 , 应 为 
. 10 . 


即 
o 
an| ° 


在 xc 端 绝热 , 即 无 热流 。 故 
| = 0 
ar 75 — 
第 三 类 边界 条 件 : 在 边界 上 给 出 的 是 未 知 函 数 及 其 法 向导 数 
的 值 的 线性 组 合 . 即 | 
[u.a] = fun, MEN (EN) 4>0 


1 
Q0 


(1.1.14) 

n 为 边界 a0 的 外 法 矢 。 
例如 , 杆 在 z 一 ! 端 固定 在 弹性 支承 上 , 即 弹性 支承 的 伸缩 符 
合 虎 克 定律 .如 果 支 承 原来 的 位 置 为 ==0, 则 « 在 端点 的 值 表示 
支承 在 该 点 的 伸 长 .在 z==! 端 , 弦 对 支承 拉力 的 垂直 方向 的 分 量 


为 一 巨 世 ,依据 虎 克 定律 得 | 
CAN 
— E ài 一 ku |a=: 


Bp - 
^ ET E 
(u taZ] |.-: = 0 | =+ 
如 果 研 究 无 界 区 域 中 的 问题 ,当然 就 不 再 需要 边 值 条 件 ,但 有 
时 需 对 解 在 无 穷 远 处 的 渐 近 状况 加 以 限制 ,这 实际 上 也 是 边 值 条 
件 。 | 
总 之 ,对 于 有 界 区 域 的 发 展 方程 , 既 要 初始 条 件 又 要 边 值 条 
件 . 这 种 定 解 问题 称 为 裙 边 值 问 题 或 混合 问题 。 
对 于 全 空间 的 发 展 方程 ,应 给 出 初始 条 件 . 这 种 定 解 问题 称 为 
柯 西 (Cauchy) 问 题 或 初 值 问题 。 
。11 。 


对 于 方程 (1. 1.8) 应 给 出 边 值 条 件 , 只 有 边 值 条 件 的 定 解 问题 
称 为 边 值 问题 。 | 


5. 和 定 解 问题 的 适 定 性 


什么 祥 的 定 解 问题 是 合理 的 ?也 就 是 说 , 它 可 以 很 好 地 反映 物 
理 规 律 性 ?这 里 有 三 个 必须 要 考虑 的 问题 。 | 

1) 解 的 存在 性 
”本 书 中 所 说 的 “ 解 ”是 指 古 典 解 ,例如 方程 式 (1. 1.1) 一 式 
(1.1.8) 都 是 二 阶 方程 , 几 满 足 方程 的 性 函数 称 为 解 (LXQ) 表 示 在 
Q 上 直到 上 阶 导数 皆 连 续 的 函数 空间 ,2 是 一 个 开 集 , 有 时 上 略 去 0 
WB. | | 

由 于 建立 方程 时 通常 都 做 了 某 些 简化 假设 , 定 解 条 件 也 是 对 
具体 的 物理 状态 分 析 后 提出 来 的 ,如 果 定 解 条 件 提 得 不 合适 。 例 如 
条 件 提 得 过 多 或 者 相互 矛盾 ,就 可 能 使 定 解 间 题 的 解 不 存在 。 所 
以 ,有 必要 研究 解 的 存在 性 .同时 ， 解 的 存在 性 的 研究 也 往往 提供 
了 求解 的 方法 。 | 

2) 解 的 唯一 性 

解 的 唯一 性 是 研究 定 解 问题 的 解 是 否 只 有 一 个 .如 果 定 解 条 
件 提 得 不 够 ,使 满足 定 解 问题 的 解 不 只 一 个 ,不 符合 客观 物理 过 程 
唯一 性 的 要 求 。 所 以 求解 时 必须 研究 条 件 是 否 足够 以 保证 解 的 唯 
一 性 .另外 ,用 不 同 的 方法 解 同 一 定 解 问题 .可 能 得 到 形式 不 同 的 
解 的 表达 式 , 若 从 理论 上 证 得 解 是 唯一 的 ， 则 可 断定 所 得 形式 不 同 
的 解 是 相等 的 。 

3) 稳定 性 

定 解 问题 中 的 一 些 已 知 量 ,如 式 (1.1.10) 一 式 人 .1.14)? 中 的 
f ;都 是 由 实验 测 得 的 ,因而 不 可 避免 地 会 有 误差 ,如果 数据 的 微 
小 误差 会 导致 解 的 巨大 误差 ,这 就 失去 稳定 性 ,不 能 保证 所 得 解 在 
一 定 精确 度 内 反映 客观 物理 过 程 ,在 实际 问题 中 不 能 应 用 。 

THERAN (Hadamar ) 关 于 不 稳定 性 的 著名 的 例子 .考察 
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拉 普 拉 斯 方程 的 初 值 问题 
| EE ED -rt y> 0 (1. 1. 15) 
ujo = pT), u, lyo = Yir) (1.1. 16? 
GRD us MAITI HCA D BUM DE sime BE 
(1. 1. 16) 式 换 为 
ulpa = qG s u,|,-, = dr) + sinas (1.1.17) 


(KERIO SHEH Ws id U =u: t , 则 应 有 
ss — coc x«-roo y> 


Ul,,0, U,|,- = y sini 


容易 验证 ， 


sh&ysin£x 


PET 


是 它 的 解 . 当 n EARN, ERRER Oy y, Rb 3 RT lš 
supI7(z,y) 任 意 大 , 故 拉 普 拉 斯 方程 的 初 值 问 题 的 解 是 不 稳定 的 。 

具有 上 述 三 种 性 质 的 定 解 问题 称 为 适 定 问 题 .由 于 适 定 性 的 
研究 需要 进行 较 多 的 数学 分 析 ,在 许多 情况 下 ,论证 它 较 困难 或 需 
加 些 条 件 . 因 此 , 当 用 数学 物理 方程 的 理论 与 方法 解决 具体 的 物 
理 、 力 学 和 工程 技术 问题 时 ,不 必 坚持 先 解决 问题 的 适 定性 ,再 去 
求解 。 


U(x, y) = 


$1.2. 二 和 阶 线性 侦 微 分 方程 的 分 类 


数学 ,物理 中 的 许多 问题 都 可 化 为 二 阶 线性 偏 微分 方程 人 们 
的 研究 表明 ,反映 不 同 物理 规律 的 方程 ,可 以 从 方程 的 形状 上 看 到 
其 区 别 .对 于 一 般 的 二 阶 线性 方程 进行 分 类 ,从 而 对 典型 方程 进行 
研究 是 有 益 的 。 
.13. 


1. 两 个 自 变 量 函 数 的 二 阶 线 性 方程 


一 般 的 二 阶 线性 方程 总 可 以 写成 如 下 形状 
ant, 十 2462 + axu, + bu, + bu, + cu = f ` ° ` 
i | 0 (1. 2.1) 
其 中 Gu »a12 22501 D; TE: r 和 y 的 二 次 连续 可 微 函 数 。. 在 以 下 
的 讨论 中 , 常 将 三 阶 线性 偏 微分 方程 简称 为 二 阶 方程 。 

二 阶 方程 的 分 类 ,是 建立 在 通过 自 变 量 的 变换 能 够 使 方程 
(1.2. 1) 在 一 点 化 成 标准 形式 或 典型 形式 的 基础 上 的 ,一 个 方程 在 
点 《zo，yo) 称 为 是 双 则 型 .抛物 型 或 椭圆 型 是 根据 式 子 

aj; Gro» Yo) 一 an Gros yos Cro Yo) (1. 2. 2) 
HE ,为 零 或 为 负 而 定 。 如 果 方 程 在 一 个 区 域 2 内 的 每 点 均 为 双 
曲 型 的 ,抛物 型 的 或 椭圆 型 的 ,就 称 该 方程 在 这 区 域 2 内 是 双 曲 
型 .抛物 型 或 椭 癌 型 的 。 

我 们 现在 开始 对 方程 (1. 2. 1) 在 区 域 O 的 某 点 (zo,yo) 的 近 旁 
进行 简化 ,为 此 引入 自 变量 变换 | 


& = Cx.) 7 —9G,.y) (1.2. 3) 

其 中 , 式 (1. 2.3) 是 二 次 连续 可 微 函数 , 且 雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 
D(£,9) = š, š, 
D(x,y). 7. 7, 


在 点 (z,,yo) 不 等 于 零 , 根 据 隐 函数 存在 定理 ,在 点 (zo,yo) 近 旁 变 
换 式 (1. 2. 3) 是 可 逆 的 ,利用 变换 式 (1.2.3) 可 将 方程 (1. 2. 1) 化 成 
关于 自 变量 #,? 的 偏 微分 方程。 | 
Ante t 2At + Atg + Bite + B,u, + Cu = F 
| (1.2. 4) 


由 于 


(D 二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 分 类 是 由 解析 几何 中 的 二 次 方程 分 类 得 到 启发 的 二 次 
FE aux? + arry + agny? + bhir t bay 十 上 一 0 是 双 曲 线 Bh ty EX k MER Riz 一 
11022 为 正 3E EU f SE RH. 
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u, = u Š, + un, 
| N = we, + uñ, 
Uss = ugh? + Unia + Uhi + Ueba + Uaa 
ius, = tub E, + e lEs + EN) 十 + ees H als 
yy = usË + Ey + un + us, + u, 
故 方程 (1. 2.4) 中 的 系数 
Ay = auf? + aué, 十 az 名 
Ai, = anM, + ap bn, + EN) + ane, C. 2. 5) 
Az = ay. + 2an + anhy 
为 简化 方程 ,选取 变换 式 (1. 2. 3) 使 方程 (1. 2. 4) 的 二 阶 偏 导 数 项 
化 成 最 简 形式 ,由 式 (1.2.5) 知 ,41 与 42 的 形式 是 完全 相同 的 ,只 
是 所 用 记号 和 ?有 异 。, 因 此 , 若 能 获得 方程 
l anz? + 2anz,z, + anz, = 0 (1.2. 6) 
的 两 个 函数 无 关 解 mm (z y A z== (m,y) | BH 
= z (x,y) 了 一 z, (m,y) 
则 4,=0，42 一 0。 方 程 (1.2.4) 得 以 化 简 。 
现在 ,问题 归结 到 求解 方程 (1. 2. 6)。 而 关于 z 的 一 阶 偏 微分 
方程 (1. 2. 6) 的 求解 问题 可 以 化 为 求 常 微 分 方程 


12 
Md ` 2an| |+ an = o (1.2. 7) 
的 通 积分 .事实 上 ,用 (z,): 除 方程 (1. 2. 6) 两 边 得 
, 12 . 
anl | + 2a; zz] + ag = 0 (1.2. 8° 
z, z, f 


沿 着 曲线 z(zyy)=c 有 
dz = z,dr + z,dy = 0 
即 


dy __ Xz 
dz Z, 


因此 方程 (1. 2. 8) 可 写成 方程 (1. 2. 7) ,或 
. . ]5 ° 


an (dy): — 2aydzdy + az(dr)} =0 — (1.2.9 
常 微分 方程 (1. 2. 9) 称 为 偏 微分 方程 (1..2. 1) 的 特征 方程 , 称 特征 
方程 (1. 2. 9) 的 积分 曲线 为 方程 (1. 2. 1) 的 特征 线 。 
为 求 方程 (1. 2. 9) 的 积分 曲线 ,将 (1..2. 9) 分 解 成 两 个 方程 


- 


z _ 
dy = UT V4 一 futu (1.2.10) 
. x dit - ` n . 
d» — Q — Vah ante (1. 2. 10^) 
X uu Qj ` 


` 


积分 即 得 。 
方程 (1. 2. 1) 按 方程 (1. 2. 10),(1.2.10') 分 类 ， 有 下 列 三 -种 情 
(OD 在 (zxo,yo) 的 近 旁 A==a3 一 auaw 记 0, 方 程 (1. 2. m 
不 相同 的 实 特 征 线 - 
my(r,.y) = Cis Crs y) = c; 7 
当 zi Zi Za, É zz, 不 同时 为 零 , 即 变换 
£ = zGr.y).7]— zx yy) 
后 ,方程 (1. 2. 4) 中 的 系数 4 一 42 一 0， TUEA 4 天 0, 因 此 式 
a. 2.4) 可 化 为 
no Au, + Bu, Co ++ D (1.2.11) 
R A.B.C RUD VOS E 的 函数 ,这 种 形式 称 为 双 曲 型 方程 的 
第 一 标准 形式 。 
如 果 对 方程 (1. 2. 11) 再 作 自 变量 变换 


É -ieécn 
IDEE! 
(8 = > 一 9) 
则 方程 (1. 2. 11) 化 为 
Has — Ugg = Au, F Biug Cu + D. (1. 2. 12) 


这 种 形式 称 为 双 曲 型 方程 的 第 二 标准 形式 。 
。16 。 


(2) 在 区 域 8 内 点 (zxoyo) 的 近 旁 A=al- anasc0. H any 
an dan 不 全 为 零 ,此 时 方程 (1. 2. 10) 与 式 (1. 2. 10 ) 完 全 相同 . 方 
程 (1. 2.1) 只 有 一 族 实 特征 线 , 记 作 m Go) me A E= Ge 08 
4 一 0, 又 
4 一 7 + a, (8.0, + £95 + anéh 


= (y due, + W 455,9 ( aan, + N às) = 0 


其 中 n(x,Y) =z: (r, V EIERN , 只 要 使 zi. y) sz: (Ty) 函数 无 
关 , 方 程 (1. 2. 4) 可 化 为 | 

ug, = Au; + Bu, + Cu + D (1.2.13) 
方程 (1. 2. 13) 称 为 抛物 型 方程 的 标准 形式 ， 

(3) ERR O IÑ 8 (z ya) LEE Asai 一 alias<0, 此 时 不 存在 
实 揭 特 征 线 ,特征 方程 的 通 积分 是 一 对 共 力 复 值 函数 
z (zyy) 二 Iz, (Ty) = cQ. BEz y) — iz (m,y) = c; 

E P z (z, y) z; (z, 30 29 SE PR RW] z (z. y) = z, (m, y) 
+z, (r. y) WS E 、 

aZ? 十 2auz z, 十 age = 0 
为 避免 引入 复数 , 作 变 换 

€ = Rax(r,y)— zi (ry) 

N = [x(x yy) = zz, y) 

可 以 证 明 ,zi (zy) 和 zz(zyy) 是 函数 无 关 的 。 
由 于 Eti 满足 方程 人 1. 2. 60 WA 
ay (Š, + in, + 2a CC, + iN) (Š, + iN) + as (Š, + P0) = 0 
化 简 后 ,由 实 部 与 虚 部 分 别 为 零 , 可 得 
ané + 24,6, 6, 十 as € = an + aey + an 
ay, + ay CE], + EN) + agp, = 0 
Bn 
An = Åy, Au—0 
于 是 方程 (1. 2. 4) 化 为 
. 17。 


ug + Um = Au; + Bu, + Cu + D (1. 2.14) 
方程 (1. 2. 14) 称 为 椭圆 型 方程 的 标准 形式 | 
综 上 所 述 ,二 阶 线性 偏 微分 方程 (1. 2. D , 依 Asma 一 aaaz 的 
符号 可 分 成 三 种 类 型 ,并 可 化 为 三 种 标准 形式 ,; 即 


表 1. 1 


判别 式 符号 


afs— auncaz>0 


方程 的 标准 形式 
üza — tyy = H (sk u, = H) 


afa — anan = 0 


als— anar <0 


其 中 五 为 TY UU Uy 的 函数 。 : 


~ 


不 难 验证 
' Ak 一 Ans = (ai; 一 anaxs)J° 
ki Je DG D 天 0, 这 就 是 说 ,在 可 道 变换 下 ,方程 判别 式 的 符 


号 不 变 , 从 而 ,方程 经 可 道 自 变量 变化 后 ,其 类 型 具有 不 变性 。 

Bi 试 讨论 方程 

y'u,, — x'u, = 0 

的 类 型 ,并 化 为 标准 形式 。 

解 :这 里 a= y a= 0, az 一 一 好 ,于 是 判别 式 

A = af, — anaq = ry>0 (w 0,y £0) 

所 以 , 除 坐标 轴 z=0 和 y=0 外 ,方程 处 处 是 双 曲 型 的 。 

方程 的 特征 方程 为 


dx 
| dy z dy “< 
i dr y dr | y 
得 两 族 特征 线 
lo lo. l dez 
2 22 To gy T yz Se 
取 变 换 


. 18 ° 


< 一 二 2 dl; 
Y 9 
loq la 
)0———y + > Z 
原 方程 化 为 
u =—— us -E 
ao gE pE E 2)? 
fj2 ”判别 方程 


CUr 2Zyu,, + y'u,, = 0 
的 类 型 ,并 化 为 标准 形式 。 
ff.A-eaih—auan-—cry—riy-0 


因此 方程 处 处 是 抛物 型 的 ,由 特征 方程 


dy y 
dax x 
得 特征 线 族 | - 
PAM 
r 


FER 


其 中 ?了 是 任 选 的 ,显然 上 与 了 是 函数 无 关 的 。 原 方程 化 为 
yusa = 0, BH tep = 0 (y = 0) 
应 该 指出 ,给 定 的 偏 微分 方程 在 不 同 的 区 域内 ,可 以 属于 不 同 
,的 类 型 。 例 如 在 研究 高 速 流体 时 遇 到 的 特 里 谷 米 (Tricomi) 方 程 
Uss + Ttip = O 
因为 A-an—auanc —z, AEEA CEDE IE x 04 RENE RU, 
特征 方程 为 
dy +i wzdr 一 10 
PRAE RER 
. 19. 


取 变 换 


方程 化 为 
du , cu ] «X 


d ta — 37 27 
. 当 z<0 时 , 即 在 左 半 平面 内 是 双 曲 型 的 ,特征 方程 为 


dy + /— rdx = 0 
得 两 族 实 特征 线 
| »*icoob-ay-icoi-s 
FEH 
2 2 
[=y + fca 
BENE 
h-s z r) 
方程 化 为 
1 


Hg 一 &&—5 — u) 
在 x+=0, 即 y 轴 上 A 三 gs 一 awzan 二 0, 是 抛物 型 的 .在 含 y 轴 
上 的 点 的 任 一 区 域内 属 混合 型 。 
2. 多 个 自 变量 函数 的 二 阶 线性 方程 
n 个 自 变 量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 形式 为 
D au, 十 D bu, + cu = f (1.2.15) 


其 中 ,bsc RSE n EA R° 中 某 区 域 Q 内 的 连续 函数 , 设 a 
一 a, 对 于 多 个 自 变量 的 方程 ,通常 不 能 像 两 个 自 变量 情形 那样 ， 
. 20 . 


将 方程 在 一 个 区 域内 化 成 标准 形式 包 , 当 n2>3li, Jy PEB 4926 — Rt 
只 能 逐 点 分 析 。 
在 处 理 两 个 自 变 量 的 方程 的 分 类 时 ,利用 二 阶 导数 的 系数 的 
代数 性 质 作 为 分 类 的 标准 ,即将 二 阶 微分 算 子 式 
L(u) = a,u,, + 2aytt,, T doy, 
与 二 次 型 
AQ) = au + 2anÀ,4, + ani 
DS EV EZ REOS DRUSI 8 AE CET EDS A<0, 比 时 二 次 型 为 
正定 或 负 定 ;对 于 抛物 型 的 点 ,A 二 0, 这 就 是 二 次 型 4() 为 退化 
的 情形 ;对 王 方 程 为 双 曲 型 的 点 ,二 次 型 4(2) 既 不 为 退化 ,又 不 是 
正定 或 负 定 的 。 即 三 种 情形 分 别 对 应 于 二 次 型 ACO BS SHUETR (77 
程 . 


lay, — À Qa 
| l = 0 
f | P gy 一 À| 
的 根 为 同 号 .有 零 根 及 异 号 的 情形 。 
对 于 多 个 自 变量 函数 的 二 阶 线性 方程 .也 有 必要 将 方程 划分 
为 若干 类 型 来 进行 研究 .我 们 也 作 二 次 型 
- AQ) = > ajAÀ, 


对 多 个 自 变 量 的 拉 普 拉 斯 方程 

Ur T uuu, P 9 T uu = 0 
相应 的 二 次 型 AW =Å HAHHA R E E R , E AR RS RE By 
的 所 有 特征 根 为 同 号 ,对 于 波动 方程 | 


u, = a (uL F uuu, TL e° uuu? 


1 1 


相应 的 二 次 型 ACO —a EHEH RAD 1) 既 不 是 正定 (或 负 
定 的 ), 也 非 退 化 的 ,在 其 相应 矩阵 的 个 特征 根 中 ,有 (x 一 1) 个 辣 


O 王 载 奥 编 {数学 物理 方程 及 特 萄 函数 ,清华 大 学 出 版 社 ,《1991) 第 一 版 ,附录 
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号 ( 即 a)。 对 个 自 变量 的 热传导 方程 
u, = a (u,, Uz, T dn uuu) 
而 言 , 二 次 型 AQ)= —2 HH. 1) 为 退化 的 , 即 其 相应 
的 矩阵 至 少 有 一 个 特征 根 为 零 ,其 余 同 号 .因而 ,我 们 也 自然 地 可 
对 方程 (1. 2.15) 作 出 如 下 分 类 : 作 和 矩阵 A= (a, a; =a, HWE 
的 特征 根 为 hj 在 革 点 (zi 2 Zh), | 
E aoro IRIE ci IB] UO RR CI. 2. 15) 为 椭圆 型 方 
32; | 
# 和 `, À, 的 个 E TR: nn 一 1 个 有 相同 符号 ， 男 一 个 的 符 
号 与 此 相反 , 则 称臣 ‘i;. 2,15) 为 双 曲 型 方程 ; 
Faret 不 为 零 , 且 有 不 少 于 两 个 具有 正 号 ,不 少 于 两 个 
ROB f COO COH 2240 WERO. 2. 15) 为 超 双 曲 型 方程 ; 
若 ess ESA 个 为 零 ,其余 同 号 , 则 称 式 (1. 2. 152 
抛物 型 方程 . 
将 绽 定 方程 化 成 标准 型 的 问题 ,一般 不 会 单独 出 现 , 它 通常 起 
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习题 一 


i. 没有 一 垂直 悬挂 的 均 质 柔软 绳 ,在 重力 作用 下 处 于 铅 直 的 平衡 位 全 ， 
拉 它 一 下 然后 放手 使 作 微小 振动 , 试 导出 此 强 的 振动 方程 。 

2. 证明; 圆锥 形 枢 轴 的 纵 振动 方程 为 

alb ihih- F 

EP u PRERA REESE DOE DEOR: DE 为 圆锥 的 高 。 

3. 长 为 1 的 柔软 均匀 绳索 ,一 端 固定 在 以 匀速 w 转 动 的 竖 直 轴 上 ， fu 于 
惯性 离心 力 的 作用 ,这 弦 的 平衡 位 置 应 是 水 平 线 , 试 推导 此 强 相 对 于 水 项 = R 
的 横 振 动 方程 。 


4. 长 为 ! 的 柔软 均 质 重 绳 ,上 端面 定 在 以 匀速 w 转动 的 坚 直 轴 上 .自卫 
22 


重力 作用 , 绳 的 平衡 位 置 应 是 竖 直线 , 试 推导 此 绳 相对 于 竖 直 线 的 横 振 动 方 
程 。 
5. 一 均匀 细 杆 直 各 为 4, 设 它 在 同一 截面 上 的 温度 相同 , 杆 的 表面 和 局 
围 介质 的 热 交 换 服从 
dô = E(u — wu)dsdit 
若 杆 的 密度 为 p, 比 热 为 c, 热 传导 系数 为 , 试 导出 温度 满足 的 方程 。 
6. 在 混凝土 浇灌 后 的 冷却 过 程 中 ,可 能 由 于 温度 应 力 的 影响 而 产生 裂 
缝 , 为 了 避免 产生 裂缝 采取 措施 ,就 必须 计算 出 在 这 过 程 中 温度 应 力 的 分 布 
和 变化 , 试 根 据 物 理学 中 的 一 些 基本 规律 来 推导 在 热传导 过 程 中 温度 所 满足 
的 方程 。 
T 长 为 ! 的 均 镁 杆 两 端 受 拉力 FF 作用 而 纵 振动 , 写 出 边界 条 件 。 
8. —:Ó8 A] WE IR 1, — BR [E SE , 另 一 映 沿 杆 的 轴线 方向 拉 长 e 而 静止 , 突 
然 放 手 任 其 振动 , 试 写 出 定 解 条 件 。 
9. 长 为 1 的 均匀 杆 , 两 端 有 恒定 的 热流 进入 ,其 强度 为 go, 写 出 这 个 热 伟 
导 问 题 的 边界 条 件 。 
10. 长 为 ! 的 均匀 杆 , 侧 面 绝缘 ,一 端 温 度 为 零 , 另 一 端 有 恒定 热流 q 进 
入 (单位 时 间 内 通过 单位 截面 积 流入 的 热量 ), 杆 的 初始 温度 分 布 是 <， 
试 写 出 相应 的 定 解 问题 。 
11. 没有 长 为 ! BMN = 08 ==; 团 定 的 均匀 蓄 , 弦 中 张力 为 了 ,在 工 一 
点 以 横向 力 Fe 拉 玫 ,达到 平衡 后 放手 使 其 自由 振动 , 试 写 出 定 解 条 件 ， 
12. 半径 为 RR 的 男 膜 ,初始 位 移 为 w(ovg) ,初始 速度 为 Co 00 ,圆周 固 
定 , 试 写 出 定 解 条 件 。* | 
13. 半径 为 R, 高 为 时 的 圆柱 ,侧面 绝热 ,上 底 温 度 为 wo, 下 底 温 度 为 m, 
试 写 出 边界 条 件 。 
14. 判别 下 列 方 程 属 何 种 类 型 , 
(1) yist r uy 
(2) tzt zryu,,=0 
(3) xu. 2zrxyu'.-—3yu,—Zxrxud4yu,T16x'u—O 
15. 将 下 列 方程 化 为 标准 形 : 
(1) urt Ary t SwyyT us 二 +2uy=0 
(D —A4yl'u,--e"u,,—Ay'u,—0 
. 23 . 


(3) tg'ru..—2ytgru.,-- Y uyy ttg ru.-—0 
(4) Luss t 2zyu,;-- y Uyy = 0 
(S) Ateet Sus," Huy us, 2 
16. 证 明 两 个 自 变 量 的 二 阶 线 性 偏 微分 方程 
Au, + Bu. + Cuy, + Du. + Eu, + Fu + f =-0 
的 类 型 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 | | 
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第 二 章 “” 柯 西 问题 ( 初 值 问题 ) 


本 章 讨论 柯 西 (Cauchy) 问 题 , 即 初 值 问题 的 解法 ,在 8》2.1 中 ` 
利用 达 朗 页 尔 解法 ,导出 了 弦 振 动 方程 初 值 问题 解 的 表达 式 一 一 
达 朗 贝尔 公式 。 在 $ 2. 2 中 用 球 平均 法 导出 了 三 维 波 动 方程 初 值 问 
题解 的 表达 式 一 一 泊 松 公式 ,然后 用 降 维 法 导出 了 二 维 波动 方程 
初 值 问题 解 的 表达 式 , 在 $2. 3 中 运用 齐 次 化 原理 ,得 到 非 齐 次 方 
程 的 解 , 全 章 中 ,我 们 都 试图 阐明 相应 的 物理 意义 。 

由 偏 微分 方程 和 初始 条 件 构成 的 定 解 问题 称 为 初 信和 问题 ,t 也 
就 是 说 , 初 值 问题 是 没有 边界 条 件 的 问题 ,一 个 物理 系统 总 是 有 限 
的 ,必然 有 边界 .因此 ,描述 它 需要 有 边界 条 件 ,但 是 在 实践 中 也 常 
过 到 这 种 情况 ,由 于 考察 物理 系统 某 一 部 分 的 时 间 不 长 ,边界 的 影 
响 还 没有 传 到 ,这 时 就 无 需 提 出 边界 条 件 ,或 认为 边界 在 无 穷 远 ， 
例如 弦 的 振动 , 强 总 是 有 限 长 的 ,有 两 个 端点 。 如 果 我 们 研究 的 是 
不 靠近 两 端的 一 段 弦 , 且 时 间 不 长 ,以致 两 端的 影响 都 没有 传 到 这 
段 弦 ,不 妨 认 为 两 个 端点 都 在 无 限 远 ,当然 就 不 需要 提 边 界 条 件 
了 .这 样 ,有 限 长 的 真实 的 弦 就 被 抽象 成 无 界 的 弦 ,无 界 弦 的 振动 
问题 就 只 有 初始 条 件 ,而 无 边界 条 件 . 即 


= =a 一 co 二 7Z< 十 co r0 


ulio = D, E _ = dx) — co < z «.- oo 
其 中 9Xx) 为 初始 位 移 ,y(z) 为 初始 速度 。 
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$ 2.1 一 维 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 


在 常 微分 方程 中 , 初 值 问题 指 的 是 求 已 知 微分 方程 在 初始 时 
刻 满足 适当 给 定 的 初始 条 件 的 解 的 问题 ， 如 二 阶 常 微分 方程 


- d'u su 22 
u 


dë =f 
他 A . 
dz | 一 B. 
— 求解 的 方法 :一 般 先 求 方程 的 通 解 ,再 利用 初始 条 
件 确 定 这 些 通 解 中 的 任意 常数 。 就 偏 微分 方程 来 说 ,也 有 类 似 的 定 
解 问题 .现在 ,我 们 仿照 常 微分 方程 的 这 种 求解 方法 ,去 求解 偏 微 
分 方程 的 初 值 问题 , 即 先 求 偏 微分 方程 的 通 解 ,再 用 初始 条 件 确 定 


通 解 中 的 任意 函数 这 种 方法 通常 称 为 行 波 法 . 行 波 法 处 理 的 对 象 
是 物理 学 中 的 无 界 问 题 。 


. 1. "pp T 


- 我们 从 最 简单 而 最 重要 的 方程 -一 维 波 动 方程 开始 研究 是 
十 分 自然 的 ,一 般 波动 方程 的 解 的 基本 特性 ,在 这 种 简单 情况 下 仍 


和 初始 条 件 ` 


是 保持 的 。 
zx S Ju Pr 32, WJ HE [B] EB | 
u, = aiu, 一 co<z<+c t0 (2.1.1) 
| tjo = Pr), u |= = (x) — °o < z < eo (2. 1. 2) 


为 求 方程 (2. 1. 1) 的 通 解 ,将 方程 化 为 第 一 标准 形式 ,其 特征 方程 
为 
(dz)! — a? (dt)? = 0 
两 族 实 特征 线 是 
. 26 。 


r+ at = c, Z — at = c, 


引入 特征 坐标 


[£ = z + at 
7 = xz — at 
方程 (2. 1. 1) 化 为 | 
ug 一 0 (2.1. 3) 
将 上 式 对 7 积分 得 
us = f» 


再 对 积分 得 | 
u(y) = [reos + GOD = FCD + GGp 


EP FG 是 任意 二 次 连续 可 微 函数 , 代 回 原 自 变量 xz 和 z, 得 方程 
(2.1. 1) 的 通 解 

u(x,t) = F(z + at) + GGr — at) (2. 1. 4) 
现在 利用 初始 条 件 式 (2. 1. 2 BRE EE ERU F.G. €2. 1. 4) 代 
入 初始 条 件 得 


gar) = F (z) + GGG) (2.1.5) 
px) = aLF'G — G' (z) ] . (2.1. 6) 

对 式 (2. 1.6) 积 分 ,得 
FG) — GG) = 1f Je)de + C (2.1. 


其 中 zo 为 任意 一 点 ,C 是 积分 常数 。 联 立 式 (2.1.5) 与 式 (2. 1. 0f 
得 


2 

C 

2 

YE FIG 代入 式 (2. 1.4), 即 得 初 值 问 题 式 (2.1.1)、 式 (2.1.2) 的 解 
u(m,t) = Liga + at) +- €(x — at] + 二 | bae 


FG) = +#G) 十 il "GT E 


y Lo) Lf ea — 
GG) = gx) ARAG 


(2.1.8) 
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这 个 公式 称 为 达 朗 贝尔 公式 。 
例 1 求 下 列 初 值 问题 的 解 
u, = Un ~ oo < x «Too t0 
fe = sinr, z,|,- a = cosz_ — oœ < r <+ o 


解 :由 公式 (2. 1.8) 即 得 
u(r,t)-— l(sina: 十 at) + sin(Cxz — at)] t x. c costdé 


= sinrzcosat + J-[sin (z + at) — sin(x — at) ] 


. 1 . 
= sinzcosat + — coszsinat 


2. 解 的 物理 意义 


达 朗 贝尔 公式 有 很 鲜明 的 物理 意义 ,由 于 式 (2. 1. 8) 是 由 式 
(2. 1. 4) 得 来 ,所 以 只 需 说 明 式 (2.1. 4) 的 物理 意义 。 
(1) GG-—aD XR ERE a 向 二 轴 正 向 右 移 的 行 波 ,理由 
WF: 
' 设 在 起 始 时 刻 :一 0 时 ,G(z 一 ab) 在 zo 处 有 初始 位 移 
G(z — at) | — s GG) | 
那么 ,在 上 时刻 , 凡 满足 
i £ — at = x 


的 点 xz Rh HOA [Bj ERR ETE (812-1). 
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G Cx mm at) pu — GG) 


这 就 表明 ,在 点 ze 处 的 初始 位 移 G Gr fE t BEL AR a 已 无 
损耗 地 传播 到 c= ritat 处 ,因此 ,G(x 一 at) 表 示 了 有 行 ; :。 

(2) ”F(z 十 at) 表 示 以 速度 a 向 xz 轴 负 向 左 移 的 行 , : . 称 为 
AR. 

理由 与 右 行 波 的 讨论 类 似 。 所 以 , 达 度 由 尔 公式 表示 右 行 洲 和 
左 行 波 的 迭 加 , 故 达 朗 矶 尔 公 式 法 又 称 为 行 波 法 。 | 

行 波 的 传播 特征 ,可 在 时 空 平 面 上 作出 说 明 ( 图 2-2), 对 右 行 
波 G(x 一 at), 在 时 空 平面 上 的 
MG 0b 

G (x — at) | 4 一 GC) 


GÉ SAN GO 09 BERE Eg x 恒 满 
E x— xz dat WER N Cx D Ab, 
总 有 Gr—at) | 一 -+ 一 GCzo)。 
动 点 N(xz,t) 的 轨迹 是 斜率 为 1/4 
图 2-2 的 直线 MN ,其 方程 为 
zr — at = m, (2.1. 9) 
在 时 空 平面 上 ,由 方程 (2. 1. 9) 表 示 的 直线 叫做 右 行 波 的 特征 
线 .在 特征 线 上 的 每 一 点 处 ,相应 的 位 移 都 是 GCzo), 即 右 行 波 
G(x 一 at) 按 初始 位 移 沿 特征 线 式 (2. 1. 9) 传 播 。 
类 似 地 讨论 可 知 ,在 时 空 平 面 上 由 方程 
= + at = x | (2. 1. 10 
表示 的 直线 MN' 是 左 行 波 的 特征 线 (图 2-2), 左 行 波 F(z=+at)i& 
初始 位 移 下 (zo) 沿 特征 线 式 (2.1. 10) 传 播 。 
一 维 波 动 方程 的 两 条 特征 线 
| © mrcatec (2.1.1D 
对 研究 行 波 的 传播 起 着 重要 的 作用 。 c ` ! 


olzo 一 of Ma0) zotat 
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3. 依赖 区 域 、 影响 区 域 和 决定 区 域 
在 这 一 眉 里 我 们 要 讨论 波 函 数 与 初始 函数 的 关系 ,由 达 归 由 
尔 公 式 
u(x,t) = E + at) + 9G — a] + NC 


[DEP Bu Gs EG a BERE 仅 依赖 BT z 轴 的 区 域 [zo 一 aio, 

xzo 十 at] 上 的 初始 条 件 ,而 与 该 区 域外 的 初始 条 件 无 关 。 这 个 区 域 
(图 2- Sz ato ze Fats PIOS 点 Czoyto) 的 依赖 区 域 。 它 是 由 过 点 

(zosto) 而 斜率 分 别 为 土 二 二 的 直 
线 与 > 轴 截 得 的 区 间 。 

如 果 在 初始 时 刻 :一 0, 初 值 
函数 pg 和光 仅 在 区 间 [zxi, m JE 
不 为 零 . 经 过 时 间 上 后 , 受 初始 扰 
动 影响 的 范围 由 不 等 式 

z, — at < r < r, + at 

(£20) (2.1.12) 

823 > ”所 限定 ,而 在 此 区 域外 仍 处 于 静 

ERS. (参看 图 2- 4), 由 式 (2. 1. 12) 所 表示 的 区 域 G 称 为 区 间 
£x ,z 引 ] 的 影响 区 域 . 

现在 来 考查 > BERN o EBD RU asema 


范围 的 x 值 .过 z Eds op — 的 直线 xz 二 xz, 十 at, 过 c ERRA- 
二 的 直线 == 六 一 好 ,它们 和 区 间 [ziyzo] 构 成 一 个 三 角形 区 域 (图 


2-5) 。 在 此 三 角形 区 域内 任 一 P Go OB GREC SEE DE J C 
xz] 内 部 ,所 以 ,在 此 三 角形 区 域 中 解 的 值 就 完全 由 区 间 [zi,x:] 上 
的 初始 条 件 决 定 ,而 与 此 区 间 外 的 初始 条 件 无 关 . 因 此 ,这 个 区 域 
就 称 为 区 间 [zi,z? 的 决定 区 域 。 
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| (zo) 


#o—a rg zo at .了 


图 2-4 图 2-5 
由 上 述 讨论 可 见 ,(z,2) 平 面 上 斜率 为 土 二 的 直线 z= xoa, 
即 方程 (2. 1. 1) 的 两 条 特征 线 ,对 一 维 波动 方程 的 研究 起 着 重要 的 
作用 ,因为 波动 实际 上 是 沿 特征 线 传播 的 ,所 以 行 波 法 又 称 特征 线 


$2.2. 多 维 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 


现在 讨论 波 在 无 界 空间 的 传播 , 即 三 维 波动 方程 的 初 值 问题 ， 


u, = a° (u, 十 ty 十 ts) — ory <+ o t0 
(2.2.1) 

a|, = g(z,y,z) 一 co < z, yz <+ oo 《2. 2. 2) 

uiuo = Gs y,z) ] (2. 2. 3) 


从 形式 上 看 ,三 维 初 值 问题 和 一 维 初 值 问题 是 相似 的 ,差异 仅 
仅 是 点 的 坐标 依赖 于 三 个 变量 ,如 果 我 们 能 将 它 转化 为 用 一 个 变 
量 来 描述 , 即 可 利用 达 朗 贝尔 公式 求解 。 | 

1. RAT AE US NENA 


在 球 对 称 的 情况 下 , 波 函 数 w 与 9 和 9 无 关 , 即 4 二 u(r,t), 这 
. 31 。 


(2. 2. 4) 


na o% | (ru) 
IRE r x ya AY 7 a ;方程 (2. 2.4) 可 写成 


9 (ru) ; 9 Cu). 
P» oU 


ulr,t) = lpro -—-at-G(ir—aD] (2.2.5 


由 此 可 见 , 在 球 对 称 下 , 波 是 以 球 心 为 中 心 沿 半径 传播 的 ， HÆR 
一 妹 面 上 波 的 振幅 相同 。 


2. 三 维 波动 方程 的 泊 松 公式 


现在 来 研究 求解 三 维 波动 方程 的 初 值 问题 式 (2 2, 1》、 式 (2. 
2. 2) 3X (2. 2. 3), 即 
u,-— a Viu — co < z,y,z=<Ñ+ co t0 
L l,-o = PLY Z) s ti limo $G,yz) 一 co < z,y,z <+ oo 
前 段 球 对 称 的 情况 ,给 了 我 们 求解 这 个 问题 的 一 个 启示 :为 求 得 
uz yz, DI B. Ku 在 以 点 Ms Go, yoszo) NPR D r 为 半径 的 
球面 上 的 平均 值 <(M,r' 世 ,然后 令 一 0, 则 这 个 平均 值 的 极限 就 
是 u 在 点 MM(zo,yo,zxo) 和 时 刻 为 to 时 的 值 ,这 种 求解 方法 称 为 球 
面 均值 法 。 
下 面 就 用 这 种 方法 导出 求解 三 维 波 动 方程 初 值 问 题 的 泊 松 公 
式 。 
设 S^ 是 以 点 MoCzo,yoyzo) 为 中 心 , 为 半径 的 球面 ， 引入 波 
函数 (Mz) 沿 球面 S 的 球面 平均 值 函数 


GD = es [uc m toas ^^ (22.0 


M 
$,0 
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一 上 一 


Ald 
Mala og, 


«dde | 
= d [uctor todo 


F rB š = z + rsinócosg, 9 = y + 
rsingsinp，5 一 < 十 rcos 是 球面 Sx” 上 
点 的 坐标 ,dy 是 35” 上 的 面积 元 素 ， 
SY 是 以 M 为 球 心 半径 为 1 的 球面 ,do 
是 SY 的 面积 元 素 ( 参 见 图 2-6)。 

O Y r0, =t if, u(M,t)—> 
ulMosto) ,代入 式 (2. 2. 6) 并 利用 积分 
中 值 定 理 得 

uCO,4) = uCM,, 8) 


~ 


容易 验证 ,u 满足 球 对 称 三 维 波动 方程 .事实 上 ,将 方程 
(2. 2. DER V” 内 积分 得 


由 高 斯 公式 得 


Il u,dV = « [| V'udV (2.2.1) 


vMo vMo 
r r 


e[ J'udV -« [| Zas 


M 
379 


LiF 


=a [| 9 adw = 4na'r* 


9 


式 (3.2.7) 左 端的 积分 ` 


故 有 


.33. 


HEARN r RF 
am. A r'óu 
| V u) = a x > | 
整理 后 得 
SGD = a° Jon 
其 通 解 为 


ru = F (r + at, M) +G —a M) (2.2.8 
为 了 求 得 原来 问题 的 解 . 将 式 (2. 2. 8) 对 7 求 导 
DD) = r +u 
= F' Gr + at, M) + G' r — at, M) (2.2.9) 
当 7 一 0 一 如 时 有 | 
l uMosto) = u(0,5) = F' (at, Mj) + G'(— at, Mo) 
再 利用 初始 条 件 确 定 任意 函数 政和 G,. 将 式 (2. 2. DX RG 


r% = aF'(r + at, M) — aG! Gr — at,M,) (2.2.10 


4 r0, t= t Ff . 

F' (ato, M) 一 G'(— atos, M.) 
由 此 得 .. 
u( Mt) = 2F' (at, , Ms) (2. 2.11) 
联 立 式 (2. 2. 90 X (2. 2. 100 BE G' Gr — at Mo ,JEXIC 1018. 


2F' r, Md = Coo + — 2 
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LEE 3.118 
jJ Das 


uxo, yos Xosto) = a à 


4ra D T ; 
Akana" mamami kuna 
«C, ds D MES 
u(r,y,z,t) = ra aal -dS + la dS 


"k 


"2. 2.12) 
式 (2.2.12) 称 为 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 泊 松 公式 。 
具体 计算 时 , 常 将 式 (2. 2. 12) 化 为 球面 坐标 的 形式 , 即 


u(r,y, m) Ina 


JE INI ?"(* gX 2: + atsinOcosg, y + atsin&sing,z 十 atcost) 
à f ` 


at 
* (at)2sin0d0dgç 
+ F = pix + atsinÜcosg, y 十 atsin@sing, z + atcos0) 


0 JO at 
* (at)2sin0d0dç | 
例 2 利用 泊 松 公式 求解 定 解 问题 


NÉ — oo < z,y,z <+ co t0 


à 
ul|i-o = x° + yx, th: lio = 0 
ux, y, zt) = zi 


T , € + atsinfcosg?" + Cy + atsinfsing)"(z + atcos0) 


at 
* (at)*sin@d0de 
. 35 . 


= 一 L 2 [e + 3zzatsingcosp 十 3zaztzsintgcos: 
4n d ? 


+ —sintácos: p+ yz +. . y'atcosÓ 十 2 yzatsinÜsing 
+ 2aya't "sin(cosÓsing + za't'sin'Ósin'g 
+ a? i'sin'cos6sin? ç ]sin@d0de 

= r’ + yz + Sat y + zate 


3. 一 维 波动 方程 柯 西 辣 题 的 泊 松 公式 
现在 我 们 研究 二 维 波动 方程 的 柯 西 问题 


ua = a* (uu, F tyy) 
V (099 < xy «oo t0 
BEN (2. 2. 13) 
u iso = @(z,y), tu lizo = g(z,y) | 
Tagy KH oo 
Po) ME toss (2. 2. 14) 
一 纵波 动 方程 的 柯 西 问题 ,可 视 为 三 维 波动 方程 柯 西 问题 的 
特殊 情形 , 即 波 函数 x 与 初始 条 件 p,y 都 与 自 变 z 无 关 的 情形 ,从 
而 我 们 可 利用 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 泊 松 公式 , 求 得 二 维 波动 
方程 初 值 问 题 的 解 .这 种 利用 高 维 问题 的 解 得 出 低 维 问题 的 解 的 
方法 称 为 降 维 法 ， | 
GCAWHUUEHEHESMEAX 
al nu T 


u(x,y.z.4) = d E? 


中 ,积分 是 在 三 第 空间 (zy,2) 中 的 球面 SU EXEEHA T oR 9 
都 是 与 = 无 关 的 柱 形 函数 ,因此 在 球面 上 的 积分 可 以 化 为 球面 在 
M RIS < 一 常数 的 平面 上 的 投影 Y Ge qo ya 


上 的 积分 ,注意 到 : | 
de = ds » cosY 
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图 2-7 
其 中 7 为 这 两 个 面积 元 素 法 线 方向 间 的 夹 角 ( 图 2-7)。 叉 


V Cat)? — (€ — x) — (7? — y» 


at 


再 注意 到 上 下 半球 面 的 积分 都 化 成 同一 圆 2 上 的 积分 ,于 是 得 到 


s 1 28 gG 0) 
ult, yE) = Fna q! (api 一 Z 一 =: 一 a — 5,00 


cos7 = 


JE Dn) 
dtd 
+ 去] (at)! — (ë — x° — (9 yF. 7 


(2.2.15) 
式 (2”2. 15) 称 为 二 维 波动 方程 初 值 问题 的 泊 松 公式 
在 实际 计算 时 , 常 将 它 化 为 极 坐标 形式 , 即 
l g(x 十 rcos0, y + rsinĝ) 
ult, yt) ANN c rdrdg 


?*' J(r + reosh,y + rsing) 
+f] rdrdó 
oJ0 Y Cat)? — ri 1 


(2. 2. 16) 

降 维 法 不 仅 适 用 于 波动 方程 ， 也 适用 于 某 吕 其 它 类 型 的 方程 。 

在 很 多 情况 下 ,该 方法 能 从 多 个 自 变量 方程 的 定 解 公式 中 ,推导 出 
自 变 量 较 少 的 方程 的 解 。 | 


. 37 。 


$2.3 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 


1. 一 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 
考察 强迫 振动 情形 的 初 值 问题 
ous aun + fira) —co<zr<+ co L0 (2.3.1) 
1 ulio = Plr) su l-o = yr) — °° < z <+ eco (2.3.2) 
JB o ft ç EEE z 轴 上 的 光滑 函数 。 
应 用 迭 加 原理 , 初 值 问题 式 (2. 3. D,E. 3.2) 可 分 解 成 以 下 
两 个 初 值 问题 ， 
e M =a — co <zxz<+ coo t0 | (2. 3.3) 
» [u.s = pr), uP lo = pl) — so < z <+ co 
(2. 3. 4) 
(ui = atu? + fixit) — oo z<+ s t0 
(1 ^ I (2.3.5) 
uP lo = 0 uP ha 一 co<rz< 二 co (2.3.6) 
问题 (1 ) 的 求解 已 讨论 过 。 对 于 问题 ( 工 ) ,我 们 利用 齐 次 化 原理 去 
求解 , 即 利用 齐 次 方程 的 初 值 问 题 的 解 来 构造 非 齐 次 方程 的 零 初 
值 问 题 的 解 。 | 
定理 ( 齐 次 化 原理 ) 3 W (xt; Odi 


W,-aW, —eo < z<—+ o° tr 
f (2. 3. 7) 
W| = o W,l|,-, = qQr,0 
的 解 ,其 中 为 参数 , 则 | 
uP (x,t) = [Westiode (2.3.8) 


就 是 问题 CI) 的 解 。 
证 ; 利用 含 参 变量 积分 的 微分 法 ,将 (2. 3. 8) 式 对 上 求 导 得 
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uP = Wr,t;t) + ['W,G sede 
0 
= | Wr,tyrt) dr (2. 3. 9) 
9 


ug = W(x,t;t) 十 JW, Gsriodr 
0 


= frg) | werendr (2.3.10) 
由 于 式 (2. 3. 8) 中 积分 限 与 x 无关。 因此 | 
u? = [W. Gets ndr (2.3.11) 


所 以 
ut ft) | awkzendr 


= f(x.t) + a^u,, 
Blu Gu) = ['wstsode 满足 非 齐 次 方程 .下 面 验证 它 亦 潢 
足 初 始 条 件 。 注 意 到 式 (2. 3. 8) . 式 (2. 3, 9) .显然 有 
uP lo = 0, na liso == 0 
Bt u(z,t) 是 问题 ( 1) 的 解 .因此 ,问题 归结 到 求解 式 (2. 3. 7)。 
4 t =t- (2. 3. DER 
Ma — aW ,, 
W Jeso = 0, W, PET = f. 
34 /为 一 阶 连 续 可 微 时 ,有 
W(<x.t;r)= 去 | feae 
| 1 z+ a(t- r) . . 
= 六 Er)dE (2. 3. 12) 
2a £- a(-—r) 


所 以 


uP (£,t) = .— 
OJ t-al- r) 


2a 


l NEM "f(.Ddéde — (2.3.13) 
BO. 3.1), 式 (2. 3.2) 的 解 为 | 
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Po 一 于 [pz + at) + glz — at)] + L| ecu 


1 t lj'ra(- r) 
+ i| | AC did: (2. 3. 14) 


2a Jo) z-a- 
例 3 求 无 界 弦 强 迫 — MT 
n w [PT + 1 
u|,-.- SINT, u,|,- Ú = x 


解 : 由 式 (2. 3. 14548 | 
"TCR -l[sinc + t) + sin(z — J + I[tae 


z+ (— "e| ja 
- 3]. N G-o0 € d 


= [sin(z + t) + sin(z — t) ] + zt + ie 


2. 三 维 非 齐 次 次 波动 方程 的 初 信 问 是 


现在 研究 三 维 非 齐 次 初 值 问题 
» = a? (Uar + u, dou + fn yz. (2.3.15) 
u limo = @z,y.z), ullo = Prys) . (2.3.16) 
与 一 维 的 请 形 类 似 , 这 个 定 解 问题 可 分 解 为 
CD is = a! (ü, + Wy, + u.) 
ulizo = @(z,y,z), Udo Gy 
及 f 
(a K = aV, + V, + V..) + f(z,y,z.t) 
` V |, = 0, V,|,- | = 0 
问题 ( I ) 的 解 已 由 泊 松 公式 (2. 3.12) 给 出 ,为 求 问 题 CE 7 的 解 ,由 
齐 次 化 原理 , 先 求 下 述 初 值 问题 的 解 
| W, = a! (W,, + W,, + W.) 
nnd 0, W,l.-. = f ,y.z,.0) 
由 公式 (2. 2. 1224838 (2. 3.370 B8 fS 
. 40 ° 


(2. 3. 17) 


W Ce. vt, Tt) = t | [Emm] ds 
T r imali- z) 


从 而 有 


V(z,ysz,t) 一 | Wryy Tt rT) dr 
Q 


(f r) 


at fou mi ) Ue 
= zi | 一 一 一 一 4sd [= 
Ara ° xY r | a 


fent T 
LL 一 — igqy (2. 3.18) 


r< at 


式 (2. 3. 18) 表 明 :在 时 刻 ;位 于 M(z,y,z) 处 ,函数 的 数值 由 函 
数 了 在 时 刻 r= 一 一 处 的 值 在 球 中 的 积分 表 出 , 故 这 样 的 积分 称 
为 延 滞 位 势 或 推迟 势 。 

与 一 维 的 情形 完全 类 似 , 可 以 验证 函数 

V(z,y,z t) = [Wy sz tide 

E5198 Ri [0] RE C 3 ORARE. 

对 于 二 维 的 情况 ， 可 进行 类 似 的 讨论 ， 

例 4 求解 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 

u, = a (t, + uy, + un) + 2(y — D 


ul. 一 < 0, UA = x’ + yz 


m na 


解 :将 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问 题 分 解 成 
i = a? (Ua + us, + uu) 

(I) ~ ` 

u m 一 0, u, |, o = z + yz 
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1) [7 = a Vu + Vy + V.) + 2(y — D 
V l-0 = 0, Fli- = 0 I 
(I ) 的 解 由 泊 松 公式 给 出 ,CI ) 的 解 利用 推迟 热 求 得 , 故 


u(m,y,z,t) = ú + V 


一 ite + atsinÜcosq)! + Cy 十 atsinÜsing) (z + atcosÓ) | 
040 
2(y + atsinÜsing — t + T) 
* atsinód6dg 十 zs — Y =I +I 
r£ . ` 


Rz fx 
1 = 去 | | [z2sin0 + 2zatsin*0cosg@ + a*t*sin?0cos?g 十 yzsing 
070 


十 yatcosÓsinÓ + zatsin*Osing + a*t?sin'OcosDsing ]dóde 


il 


2x 
zl [ 22? + rzatcosy + Sartcos'p+ 2yz 十 z atsing]dg 
0 


i 


xt + +a + yzt 


1 o pips 2 (y atsinfsing — t + —) 
I — ed] | 一 一 一 一 一 sinbdrdbdy 


07020 


uCr,y,z,t) = I + I = (x=: + yz)t + yt: + HO 一 pe 


习 题 二 
1. 求 初 值 问 题 
Ur. + 2u;,, 一 3u, = 0 
wi = 3z°, u, lyo = 0 
， 的 解 。 
2. 求 初 值 问题 (C—a<z<a c 
-42e 


Hy = A'U, 
"MN = PE), s |.+a- o = P) (KO) = 400» 
的 解 。 
3, 求解 波动 方程 初 值 问 题 


Hg — Urr = tsinz 
(1) . 
aio = 0, u,|,- = Sinz 
Ua — au. = — Z 
F = Q +y 
(2) 
ul = 0, A = —1 
1 + z° 


Uu — Qun = T? 
(3) . . 
to = T, u,|:- o = 0 


4. 利用 泊 松 公式 求解 波动 方程 的 初 值 问题 
» = a'(u.. + uy, + uu) 
u|,- = ox + yz.dull2O.—0 
5. 对 二 维 非 齐 次 波动 方程 的 初 值 问题 
Uu, — a (u,, + uv) = fT Yt) 
" = 0, u,|,- | = 0 
导出 其 解 的 表达 式 。 
6. 求 解 二 维 波动 方程 初 值 问题 
» — a (ur: + tyy) = 0 
u|,-.- z'(z + y), u,|,- = 0 
7. 求解 初 值 问题 i 
» 一 a! (uza + uyy) = clu 
u|,- = LIY), tulio = Gu) 
(提示 :在 三 维 波动 方程 中 , 令 v(r,yizD-—esu(r, yt)? 
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第 三 章 分 离 变 量 法 


第 二 章 讨 论 了 无 界 问题 ,导出 了 初 值 问 题 的 求解 公式 .这 一 章 
讨论 有 界 问题 。 在 实际 问题 中 , 当 边 界 条 件 的 影响 不 能 略 去 的 时 
候 , 我 们 就 遇 到 有 界 问题 。 例 如 有 界 弦 的 振动 :电磁 波 在 波导 体 中 
的 传播 ;中 子 在 核反应 堆 内 的 扩 沿 等 。 f 

分 离 变 量 法 是 解决 有 界 问题 的 有 效 方法 ,是 求解 初 边 值 问题 
最 常用 和 最 基本 的 -- 种 解法 .特别 是 在 区 域 为 矩形 . 柱 面 和 球面 等 
情况 下 ,使 用 更 为 普遍 。 能 用 分 高 变量 法 来 解决 的 这 类 问题 中 , 包 
含 了 范围 很 广 的 数学 物理 问题 .这 个 方法 的 基本 特点 是 ,将 未 知 函 
数 a(z,t) 按 自 变量 xz 和 :上 分 开 ,以便 把 偏 微分 方程 化 为 常 微分 方 
程 来 求解 ,我 们 将 以 一 维 波 动 方程 ,热传导 方程 的 某 些 定 解 问题 为 
例 , 说 明 分 离 变 量 法 的 步骤 和 实质 。 


$3.1. 有 界 弦 的 目 由 振动 


1. 物理 模型 


分 离 变量 法 的 物理 背景 是 波动 现象 。 波 动 现 象 有 两 个 重要 特 
性 。 第 一 ,具有 迭 加 性 ,第 二 , 波 函 数 可 启 量 分 离 , 即 波 函 数 可 表示 
成 xz: 攻 =cCt)sin4z。 为 简明 ,考察 两 端 固 定 的 弦 的 自由 振动 情 
形 , 定 解 问题 是 
tu = Rün O< z<! t0 
n u, |0 GG) O< r< 
u |20 = 0, tjrs = 0 
其 中 g(xz) 和 yy(z) 是 两 个 定义 在 (0,1) 上 的 已 知 函 数 ， 
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JJ BE 3 AE , RES [3 SE BD 3k PN 336 + ET P= 4E A B HH 36 35 
HRE JE fh SD BJ IE 3238 BJ SR l, P| m 738 H ah AH 
HER , E & Ph AS TR] CE BU Br 9 ZE JI, E a B , 88 RR ETE LIE 
正弦 曲线 ,曲线 的 两 端 及 中 间 有 若干 个 不 动 的 点 , 称 为 节点 。 在 节 
间 有 振幅 最 大 的 点 , 称 为 腹 点 。 这 些 正弦 波 在 物理 上 称 为 驻 波 , 驻 
波 的 分 析 表 达 式 为 


u(x,t) = c(G)sinAz 


由 于 端点 是 节点 , 故 H BEI 
一 À, 一 7 s n = 1,2,3, 
于 是 
ur.) = ur) = c,(t)sin PE n -—].2,3,'- 
代入 波动 方程 得 | 
dc, (£) i2 . 
d uiid c, t) = 0 n -—]1,2,3,:- 


此 常 微分 方程 的 通 解 是 


nua .Nina 
c, ) = A,cos HA + B,sin —t 


l 
整理 得 

c, C) = acos Cwt + 0.) 
其 中 a,>0,0, 是 任意 常数 ,于 是 驻 波 可 表 成 


U, C£, t) = acos (æt + 0,)sin nTa n = 1,2,3," 


I 
这 种 驻 波 的 振动 频率 


称 为 弦 线 的 固有 频率 。 因 此 况 线 发 出 的 最 低音 的 频率 为 子 / 世 ， 
称 为 该 弦 的 基 音 。 其 余 的 频率 都 是 它 的 整数 倍 , 称 为 泛音 。 一 般 复 
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解 可 以 写成 | 


«Gun = us Gu 
= Xaos (ost +9, )sin T 


用 这 样 的 方法 求 纺 振动 方程 的 初 边 值 问题 (混合 问题) 的 解 的 广 
法 , 称 为 驻 波 法 。 

综 上 所 述 可 见 ， 吐 波 法 的 主要 精神 是 把 解 表示 为 满足 齐 次 广 
程 和 齐 次 边界 条 件 , 且 可 分 离 变量 的 特 解 的 迁 加 ,所 以 驻 波 法 也 称 
为 分 离 变量 法 。 


2. 分 离 变量 法 

现在 介绍 如 何 用 分 离 变 量 法 求解 混合 问题 ( 初 边 值 问题 ) . 
u, = adu, Ocr«l t»0 (3.1. 1) 
ulio = @(z), talo =) Ori (L2) 
ulo = ul, =0 >0 (3.1.3) 


设 方程 (3. 1.1) 具 有 可 分 离 变 量 且 满足 齐 次 边界 条 件 (3. 1.3) 
的 非 零 特 解 
u(x,t) = X(z)T (t) (3.1. 4) 
Kn X.T BESTOEIBMBIBICIBE. 
将 式 (3. T. 4) 代 入 方程 (3. 1. DE 
X(QGOT"(G) 一 a!X"(x)T (DO 一 0 
即 
T”) _ X"(æ) 
a2T( Xlr) 
由 于 式 (3. 1.5) 左 端 仅 依 赖 于 上 , 右 端 仅 依 赖 于 z 的 函数 。 故 一 4 只 
能 是 一 常数 (其 值 待定 )。 这 样 ,方程 (3. 1. 1) 就 被 分 成 两 个 常 微分 
方程 `` - 
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=— À (3.1.5) 


TE) + AUTO) = 0 
K 
X'(z=) + AX) = 0 


由 于 非 零 解 zx(z, 妃 满 足 齐 次 边界 条 件 式 (3. 1. 3) , 故 由 


X(QOT(GD = 0, X(DT (O = 0 


à] 


H 


TE 
XO = 0, XU) = 0 
为 确定 X GO ,需求 常 微分 方程 边 值 问题 
、 Xr) + AX(z) = 0 
X(0) = 0, XG) = 0 
的 非 零 解 。 


(3. 1. 6) 


(3. ]. 7) 


(3. 1. 8) 


(3. 1. 9) 


常 微 分 方程 边 值 问题 式 (3. 1.9) 称 为 固有 值 问题 或 特征 值 问 
题 。 使 得 固有 值 问 题 有 非 零 解 的 4 值 , 称 为 回 有 值 或 特征 值 ,与 固 


有 值 相对 应 的 非 零 解 , 称 为 固有 函数 或 特征 函数 。 


方程 (3. 1. 7) 的 通 解 随 40, 1-048 4—0 而 不 同 , 下 面 分 三 


种 情况 讨论 。 
(1) 当 4<0 时 ,方程 (3.1.7) 的 通 解 为 
| XG) = Ce ^*-C, 和 和 
由 边界 条 件 式 (3. 1. 8) 得 | 
C, + C, = 0 
lc. u t Ce "zig 
因 行 列 式 
1 1 
e YU e ii 
所 以 C, — C, — 0. Bi 1<0 时 没有 非 零 解 。 
(2) 当 4=0 时 ,方程 (3. 1,7) 的 通 解 为 
: X (z) = O, + GC, 


= 0 


由 边界 条 件 (3. 1. 8) 仍 得 C, — C, — 0 E] EEG SEE E 


. 47 °. 


(3) 24 >0 时 ,方程 (3,1.7) 的 通 解 为 
X(x) = Cios ZV À z + C,sin Var 
由 边界 条 件 式 (3. 1. 8) 得 


C, = 0 
C,sin / ÀI = 0 
由 于 CAEN X G0) ,必须 sin V 41=0。 于 是 


ATE (k = 1,2,8,2 (3.1.10) 
E xx 15 A (ELTEDGE pV BJ BN A PR XY Pe: 
X,G) = Cuin t T (pm q,2,89) (3.1.11) 
对 于 每 一 个 固有 信 AU 
T", ()-9 


的 通 解 是 


TG} = acos re, + b,sin Ea, (b —]1,2,3,-) 


(3. 1. 12) 
HFP au 0, 为 任意 常数 .于 是 ,得 到 了 方程 (3.1， 1) 满 足 齐 次 边界 条 
件 式 (3,1. 3) 的 可 分 离 变 量 的 特 解 : 
u,Cr,t)— X,(z)T, (t 


Acos m  B,sin ere, sin M 


其 中 A= Ciar: B= Cib: 是 任意 常数 。 

在 一 般 情 况 下 ,任何 一 个 wlz,t) 都 不 会 满足 初始 条 件 式 
(3. 1. 12)?。 但 由 于 方程 (3. 1. 1) 及 边界 条 件 式 (3. 1. 3? 都 是 线性 齐 
次 的 ,根据 迭 加 原理 ,可 得 级 数 解 


一 kra . kra.. kn 
ur.) > (A,cos ut + B,sin 7; Ds TT 


C3. 1. 13) 
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当 级 数 式 (3. 1. 13) 一 致 收敛 且 关于 工 和 上 能 逐 项 微分 两 次 时 ,可 


以 证 明 ,级 数 解 式 (3. 1. 13) 也 满足 方程 (3. 1.1) 和 边界 条 件 式 ` 


(3.1. 3) 。 
现在 适当 地 选择 系数 4;、Bi, 使 级 数 解 式 (3.1.13) 满 足 初始 
条 件 。 由 初始 条 件 式 (3. 1; 2) 应 有 


c. kx 
ul- = P(X) = 2j Ausin T? 


| ap xa. kx 
t = 6 = $lx) = 2,8, sin = 


如 果 p) .JCx) 都 能 在 [0,1] 上 展开 成 正弦 级 数 , 则 富里 埃 级 数 的 
系数 为 


， - 
A, = 2| qx )sin E cda 
i (3.1.14) 
ri 
B, = | sin dz f 


将 式 (3. 1. 14) 代 入 式 (3. 1. 13) 就 得 到 混合 问题 式 (3. 1. DXX 
(3.1. D RG. 1. 3) 的 形式 解 。 | | 
”可 以 证 明 , 当 ge) Erik SER] f o Co) — Br E ERI fc. B eC) 
=g =P (=P D= O= = Bf. E TREIBER C. 1. D 
式 (3.1.2)、 式 (3.1.3) 的 解 存 在 且 唯 一 , 它 可 以 表示 成 级 数 式 (3， 
1.13) 的 形式 ,其 系数 A.B, 由 式 (3. 1. 14) 确 定 。 

ZI 用 分 离 变量 法 求解 定 解 问题 的 关键 步 又 是 确定 固 丰 站 
数 与 运用 办 加 原理 ,这 些 运 算 之 所 以 能 够 进行 ,就 是 因为 汉 定 方程 
和 边界 条 件 都 是 线性 齐 次 的 。 | 

EI 对 于 线性 齐 次 方程 与 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问 是 .分 离 
变量 法 的 具体 步骤 是 

第 一 步 ; 设 方程 满足 边界 条 件 的 可 分 离 变量 的 解 uet) == 
XD * TG) ,从 而 得 关于 X(Cz) 的 固有 值 问 题 
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[X"(z) + AX(z) = 0 
IXO = XO) = 0 
和 关于 TOME: RE 
T"(1) + a!AT EA = 0 
第 二 步 : 解 固有 值 问题 , 求 出 固有 值 À; 和 固有 函数 Xi(X) 后 ， 
对 于 每 一 个 4, 求 出 常 微分 方程 
Tha) + aAhTi(t)=0 
的 通 解 Tt) 。 得 到 满足 方程 及 边界 条 件 的 一 系列 特 解 u, (= 0 — 
X;GOT,GOÓ, 


第 三 步 , 设 定 解 问题 的 解 为 ulet) = 3a GsD = 


5 CA,cos ve, + B,sin Det)sin Str, 由 初始 条 件 确定 ult) h 
Ë=1 d . 


所 包含 的 待定 系数 。 

例 1 弦 的 拨 动 问题 ， | 

考虑 两 端 固定 于 zxz 二 0,z==7 AKR. WD Ecc 
(0<ce<D bsk fi pre — T E RE h PR JE WO SE fE H H d a. D, SI 
3-1。 试 求解 此 问题 。 


解 : 列 出 定 解 问题 
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— 2 
Ur — da Ui. 


x Ozclrxc 
u |:=0 = gr = 
"D c< z<! 
n,|,=o 一 Ge = 0 
u|l.-.- uj = 0 t20 
ig ulr DOSXCOT GQ), 代 入 方程 得 
T") _ X'(x) _ i 


aT) X(x) 

由 边界 条 件 得 固有 值 问题 
X"(z) + AX = 0 
XO) = XQ) = 0 


其 固有 值 为 
| à = T (k = 12.3.) 
相应 的 国有 函数 为 
X, = sin z G= 1.2,3,--) 
将 如 代入 关于 工 的 方程 得 
TO + [|P] T =o (= 1,2,3,.) 
其 通 解 为 
T,G) = acos “Hat + Bisin Tae m 1,2,3,.) 
于 是 有 | 


co 


u(x.t)-— >” | A,cos E, 十 B,sin kra, sin kT 


k=1 4 
由 初始 条 件 得 


u, li-o = >B, 74 sin Ery = 0 
k=] 


. 5] 


B=0 (k=1,2,3,.) 


» —2c 0O0=<=x=< < 
kx € 
u l= = > Asin — x = . 
k—1 I hU — x) <. <l 
l—c TO 
_— 2[[ h uem FAQ — x). En 
A,= ff sin rada + | ]—. sin zda | 
kr 
U Eu c) T 
于 是 


5 AÈ 0 lin Ecos Tiisin ETE 
= (q O S 1 1 i 


例 2 ska cr Po EM 

考虑 两 端 固定 于 r0 x— .1 处 无 初始 位 移 的 张 紧 的 驴 ， 开始 
时 在 台 z=c 处 被 敲 击 而 具有 初速 v ,其 余 各 AUD EA, 性 分 布 ， 
试 求解 此 问题 。 

解 : 列 出 定 解 问题 


Uu = Ua Orci t0 


ulz, t) = 


== 0 < == < 
ulo = (z) = 0, tulis, = 
|,-。 9 liso vy — x) 
(一 


. c < > < í 


ul... wl: 
EA B EE 33 f] A, Br EL ISUR f 5 B| # ELLOS 2 


NH , X,Gz) = sin Ta (= 12.3," -) 


B; = Taa TE — sin FT edr RD nG - — —Psin I 
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o 2v,P 1 . kre 
~ acl — c) NE 1 


故 得 弦 的 位 移 


3 exl 
ur.) — 2v 5 lu, Exc . kra hx 


一 一 一 一 -一 一 sin 一 一 1Sin —= 
macll — c) 2 k 


d i l 


93.2 用 分 离 变量 法 解 其 它 定 解 问题 


分 离 变量 法 不 仅 可 用 来 解 有 界 弦 振动 方程 的 混合 问题 ,也 可 
以 用 来 解 其 它 方程 的 某 些 定 解 问题 , 且 基 本 步骤 亦 相同 。 
例 3 求 长 为 1 的 均匀 细 杆 热传导 问题 


u = du, 0<< < t>0 (3.2.1) 
u limo = qr) 0<=x<!I (3. 2. 2) 
uz. 0, G, + hu)|,-i= 0 £250, h 25 0 (3.2.32 


的 解 。 
解 : 仍 用 分 离 变 量 法 解 这 个 问题 
设 ulz, D =X) + TON E sÑ (3. 2, .和 式 (3 2.3)。 于 是 


X(z) 满 足 男 有 值 问题 
X"(z) + ÀAXG) = 0 (3. 2. 4) 
X() = 0, XO + AXQ) = 0 (3. 2. 5) 

T GO I W ok or 77 E 
T'A) + Ta) = 0 (3. 2. 6) 


解 固 有 值 问题 式 (3. 2. 40. 3X (3. 2. 50 Z8 E 55 3 1 30 2; IRE 
合 问 是 类似 地 讨论 得 知 :Ass0 时 ,无 非 零 解 , 即 X (m0, 24 A120 
时 ,方程 (3. 2. 4) 的 通 解 为 
X(x) = Acos / À z + Bsin / Ax 
由 边界 条 件 X(0)=0 R A-—0.d X' O+ AX(D =o 8 
V À cos / AI + hsin /À I = 0 (3.2. 7) 
为 求 V4 ,将 上 式 改写 成 
. 53. 


tgu = au (3. 2. 8) 
其 中 v= A1, a= 一 方 ,方程 (3. 2. 8) 的 根 可 看 作 是 曲线 y, 一 tgo 
与 直线 yo cov 的 交点 的 横 坐 标 (如 图 3-2), | 


图 3-2 
”显然 它们 有 无 穷 多 个 交点 ,于 是 方程 (3. 2. 8) 有 无 穷 多 个 根 , 且 关 
于 原点 对 称 。 设 方程 的 无 穷 多 个 正 根 为 


b, sU. ... sU, , *** 


于 是 固有 值 为 
¿= 2 (k = 1,2,8,) 
相应 的 固有 函数 是 | | 
X(x) = B,sin V À, z 
HARG. 2. 6) 解 得 


T,G) = Ae (E —1,2,3,) 
W S G. 2. 1) 满 足 条 件 式 (3. 2. 3) 的 一 组 特 解 
u, (T t) = X,(xz) * TG) 
=C,e sin À, x 《天 一 1:2.3.-—) 
设 解 为 级 数 形式 
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uCr,.t) = > lu, Gs) = > Ce Me sin À,X (3. 2. 9) 
bl k-1 
由 初始 条 件 式 (3, 2. 218. 


plx) = u(z.0) = X} Csin V À z (3. 2. 10) 
k=l . 


3 p(x) 在 [0,7] 上 满足 狄 里 赫 勒 条 件 , 则 可 展 成 关于 {sin V À z) 
的 级 数 。 令 


4 . 1 í U, 
L, = | sin? A À, zdr = | (1 一 cos? zode 
Ü 


: 2 
=L. i; sinu 


2 
由 固有 函数 系 {sin V À 2) LIE 22 
[eos V A zdz = LG, 


即 C= HS rz)sin "T (3.2.11) 


将 式 (3.2.11) 代 入 式 (3. 2. 9) 即 得 定 解 问题 的 解 。 
例 4 考察 一 个 半径 为 p. 的 薄 圆 盘 , 上 下 两 面 绝 热 , 圆 周边 缘 
温度 分 布 为 已 知 , 求 达到 稳定 状态 时 圆 盘 内 的 温度 分 布 。 
解 :热传导 的 稳 恒 状态 温度 分 布 由 拉 普 拉 斯 方程 描述 , 即 
a= t% =o 0<= +y <o 3.2.12) 


边界 形状 是 圆周 。 在 极 坐 标 系 下 它 的 方程 为 。 一 ps, 所 以 边界 条 件 
可 表 为 


u|,-., = f(0) 
187; 8 (3. 2. 12) 用 极 坐 标 表示 得 
_ 1 3| w), 1 Zu< _ 
| Au 一 Lay] 2 Z: =0 0<p < pP C3. 2.13) 
u(p,,0) = f(0) OKI (3.2. 14) 
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此 外 ,因为 自 变量 p. 0 的 取 什 范围 分 别 为 [0,mu] 与 [0,2x], 又 贺 盘 
中 心 点 的 温度 值 决 不 可 能 是 无 穷 的 , 且 (p,0) 与 (0,2r) 实 际 上 表示 
同一 点 , 故 温度 应 该 相同 ,因而 有 


有 界 条 件 | 
limu (p, 0) < co 或 z (0,09) < co (3.2.15) 
p 
周期 条 件 
u(0,0) = ulo, 2r) 
(3. 2. 16) 
D = E 
所 以 问题 归结 于 求 下 列 定 解 问题 
1 2[,94), 1 šu _ 
[uC9,,0) = p(0) o < 2 < Ax 
4u(0,8) < ce 
u(p,0) 一 u (Pp,27) 
Su (p10) 一 E 
先 令 
u(0,0) = RPP) (3.2.17) 
代入 方程 (3. 2. 13) 得 | | 
"nep, _ 1 1 eh! 1 J CR + oR' — p” 
R" + IRD + RY co, FPE Lg 
令 其 比值 为 常数 4, 得 两 个 常 微分 方程 
d" + AD — 0 
p R" + pR' — AR = 0 
再 由 式 (3. 2. 15)、 式 (3. 2. 16) 可 得 
R(0) < co (3.2.18) 
PO) = Plr), @'(0) = P (2x)> (3.2.19) 


由 此 得 两 个 常 微分 方程 的 定 解 问题 
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人 (3. 2. 20) 
$(0) = (2:0, @' (0) = d (2x) ` 
和 
R” LL oR' — AR = 0 
l. + el (3. 2. 21) 
RO) < co 


为 了 能 定 出 固有 值 . 固 有 函数 , 先 解 问 题 式 (3. 2. 200 ,采用 与 
3 3. 1 中 同样 的 方法 可 以 得 到 
当 4<<0 时 ,问题 式 (3. 2. 20) 无 非 零 解 ; 
3j A= 0 时 , 它 的 解 为 6 /(0)= a" CH R); 
当 A70 时 ,方程 的 通 解 是 : 
@(0) = a'cos V À 0 + b'sin vAG 
由 周期 性 条 件 式 (3. 2. 19), V 克 必须 是 正 整数 有 ,至 此 ,我 们 定 出 
了 恩 有 值 和 固有 函数 分 别 为 
A= ÀA =k (k=1,2,3,..) (3. 2. 22) 
5 . 
@, (0) = a',coskÓ + b'sing (k = 1,2,3,.) 
(3. 2. 23) 
往 下 解 问题 式 (3, 2. 21), 其 中 的 方程 是 欧 拉 (Euler) 方 程 
PR", PR — ER, = 0 
作 代 换 oe, EREA 
ËR, 
dz? 


一 ÆR, = 0 


故 其 通 解 为 | 

当 =Ë R,—Cu"-Tde "—C dp * 

4 2=0 RQ—Cokdut—Crddnp 
为 了 保证 R(0)<co, BA d,=0  (R—0.1,2,-08 

Ri =C, (== 0,1,2,+-) (3. 2. 24) 
于 是 满足 方程 (3. 2. 13) 和 条 件 式 (3. 2. 150 3X (3. 2. 160 BJ dE E 95 
解 是 
* 97 a 


0 RG QA 


Ulp b) = Rð, = P Cascos + bsink0) (= 1,2,3,*) 
其 中 


Gg = 2a'ocos 44 = ca a. D, = cV, 
都 是 任意 常数 。 | 
PAME, 方程 (3. 2. IDEER. 2.15). RG. 2. 16) 的 
全 


ule = S + > (a,cosk0 + Wusinkb) (3. 2. 28) 
——— 我 们 利用 边 IRRERG. 2. 14) 得 
fO = u(o,,0) = P + S ei Cascos kd 十 b,sin&6) 
k=] 


(3. 2. 26) 
因此 ,ao， plan obh 就 是 SOEC, 2r] 上 展开 为 富里 埃 级 数 时 的 
系数 , 即 有 


1f* 
a, = l| fuae 
I 2x 
"t f()coskódÜ — (k— 1,2,3,«2 (3. 2. 27) 


ES as x cb)sinlgdg 
将 这 些 系数 代入 式 (3 2. 25) 即 得 所 求 的 解 。 
我 们 还 可 以 将 解 写成 男 一 种 形式 ,将 式 (3. 2. 27) 代 入 式 (3. 2. 
25) ,经 过 简化 后 可 得 。 


u(p,0) = NE =-f (dt +f fo» | 2 
-xL^eli-NÜ£ 
利用 下 面 已 知 的 恒等式 
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£ 


cosk (0 一 Dde] 


cosk(8 — 0 d (3. 2. 28) 


>+ 2 m'cosk(6 — t) 
=1 1- |. 
2 ] — 2ncos(Ü — t) + n° Cn] —D 


可 将 解 u Co BR] e 38 C3. 2. 28) 写 为 


utp,0) = 去 | fo pp dt (p < pò 
P9 m p + p — 20,pcos(Ó — t) ' 


(3. 2. 29) 
公式 (3.2. 29) 称 为 贺 域 内 的 泊 松 (Poisson) 公 式 。 
Sis 求 两 端 自由 的 弦 的 自由 振动 所 对 应 的 混合 问题 


Fu Fu 
3x! e Occ r«l t0 (3. 2. 30) 
du 
u lo qa PIE = Jr) <ra? (3.2.3D 
| TE £0 (3. 2. 32) 


的 解 。 
解 : 设 解 (z = XG)O T) PLAT REG. 2. 30) 并 注意 到 
条 件 式 (3. 2.32248 X(z) 满 足 固有 值 问题 


X'(2) + AXGO = 0  _ (3.2.33) 
| X (022020 (3.2. 34) 

AOT GS EI) p; f 
—— T'O-c-aA o -0 (3. 2. 35) 


解 固有 值 问题 , 当 4<0 时 方程 (3. 2. 33) 的 通 解 是 
X(z) = Ae “=+ Be 2 

由 边界 条 件 式 (3. 2. 34) 得 X Gog90, H ERR. 

34 A0 时 ,方程 (3. 2. 33) 的 通 解 为 

X (z) = Az+ B 
由 边界 条 件 (3. 2. 34) 得 4 一 0, 故 XORA W dE 2 É) f£ fr Sc 
数 )。 所 以 Av --0 是 固有 值 ,相应 的 固有 函数 X. (0 — B, B=1, 
. 59 . 


即 | 
X,(z) = 1 
当 )>0 时 ,方程 (3.2.33) 的 通 解 是 
X(z) = Acos V Àx + Bsin VÀ zx 
由 边界 条 件 X' 000—018 B==0; 由 边界 条 件 X' 0) 018 
u A V Asin /À1= 0 | 
因为 As50, VÀ 天 0, 故 有 


sin /A4-—0 
于 是 
- kn)? 
ZV Al= bx, À = X, = 7 (k = 1,2,3,-) 


相应 的 大 有 后 数 (不 计 常 数 因 子 ) 是 


X,(z) = cos Ea (k —1,2,8,) 


往 解 常 微分 方程 (3, 2.35). 
当 À,—0 时 , 通 解 T. G@&)=C + Dy 


3 A os CE 时 , 通 解 为 


akn 


T, (t) = C,cos eum, + D;sin —t (E = 1,2,3,1) 


l 
于 是 方程 (3. 2. 30) 满 足 条 件 式 (3. 2. 322 8] — £R AERE 


u (z t) = Xa) Tf) = C, + Dy 
u,Cx,t) = Xr) + Ty, (t) 
= | C,cos E + D,sin em, COS ar (k = 1,2,3 


其 中 C, D, „Crs D,CÀ —1,2,83,- E It SY, 


(3. 2. 36) 


|...) 


(3. 2. 37) 


H 36 JEE, TEG. 2. 30) 满 足 条 件 (3. 2. 32) 的 解 可 以 写成 


级 数 形式 | 
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uxt) = iu Gt) 


k=0 
_ C. + D Y C kra D.si kra EA 
= (C. of 十 之 人 COS t + Sin NA cos y 
(3. 2. 38) 


由 初始 条 件 有 
glx) = u(x,00— G, + 之 Ceeos x (3. 2. 39) 


gz) = uG,0) = D, + M 2^ Dcos ar (3. 2. 40) 
k—1 - 


根据 函数 系 {1,cos 他 zx) 在 区 间 [0,/] 上 的 正 交 性 ,得 


| gx)dz 
C, = *% = Lf edz 
- J az 0 


t 
| g(x)cos E zd 
Q 


I 
; Pe = 2 gta3cos Srdz (k= 1,2,3,) 
| cos! qd ° 


. (3. 2. 41) 


1 t 
D, = 于 | wzydz 


2 


à = — 
abr 


1 
D | pacos dz (k = 1,2,3,1) (3.2. 42) 


$3.3 非 齐 次 谤 定 方程 的 混合 问题 


我 们 已 经 注意 到 ,用 分 离 变量 法 求解 定 解 问题 的 关键 步骤 是 
确定 固有 函数 与 运用 送 加 原理 ,这 些 运算 之 所 以 能 进行 ,就 是 因为 
泛 定 方程 与 边界 条 件 都 是 齐 次 的 。 现 在 讨论 非 齐 次 方程 混合 问题 

. 6l* 


的 解法 。 | | 
考虑 两 端 固定 的 弦 的 强 追 振动 的 定 解 问题 
(4) fv ` ,Fv 


= as ft Kr i>0 (3.3.1) 


vje- = v| = 0 £20 (3.3. 2) 
vlo = gr), = lice =y) 0<z< (3.3.2) 
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强迫 振 动 的 合成 。 由 此 启发 可 将 解 设 为 
2 一世 (Co + uz.) (3. 3. 4) 
其 中 zw(z' 思 表示 仅 由 初始 状态 引起 弦 振 动 的 位 移 它 满足 定 解 问 . 
题 . 


CI) 0 0<xz<1 :>0 (3. 3. 5) 
wlz- = wla =0 :> 0 (3.3. 6) 


whio = eG, Z |=, = dO Grol (3.8.D 


而 w(zx, 刀 表示 仅 由 强迫 力 引起 弦 振 动 的 位 移 CLE se SE Ja] Bi 


(O0) Fu UU pug) Oc r«il t0 (3. 3. 8) 
d ar 
4 ulo = ul = 0 t0 l (3. 3. 9) 
au « 
u |. 一 4 lc = Q (3.3.10) 


不 难 验 证 , 若 wad ECODOR ula E OEM oa = 
wG;D--uG,DE& CABE. 

自由 振动 问题 ( I ?可 直接 用 分 离 变量 法 求解 .因此 , 仅 需 讨论 
定 解 问题 (1 ) 的 解法 。 本 节 介 绍 这 类 定 解 问题 的 两 种 解法 。 

1. 齐 次 化 原理 与 8 2. 3 节 中 非 齐 次 波动 方程 初 值 问题 的 情形 
完全 类 似 , 此 时 也 成 立 如 下 的 齐 次 化 原理 。 车 R(z,z;r) 是 混合 问 
" | 

. 62. 


>: 一 En 一 0 (Lr) 
JR . 3. 
R|- = 0, AY erm fan (3. 3. 1D 
IRL a = Ru = 0 
的 解 ( 其 中 m0 是 参数 ), 刚 | 
uCr,t) = | Rs ndr (3. 3.12) 


HERSE HI, 
六 解 式 (3. 3.11), & r =#—r, WR & WR. 3. 1045 
JR , FR 

EFE a PE 


—0 >D) 


aR .3. 
R|, = 0, zp le-o = fast) (3. 3. 13) 


R|,., = R|. 一 0 


此 即 混 合 问题 (1 ), 可 直接 利用 83. 1 的 结果 ,出 式 (3.1. 14) 得 


` kra, . kx 
R(m,t r) = 2; B. COsin 71 sin q* 


= > B,CGOsin a — r)sin == (3. 3.14) 
&—i 
其 中 | B5 =. MS r)sin ER dz (3. 3. 15) 
& kre o 5 l * D 


根据 齐 次 化 原理 ,将 (3. 3. 14) 代 入 式 (3. 3. 12) 即 得 混合 问题 (I) 
的 解 。 
ux.) -[nGusode 
Ff . Axa . Am 
= > cf B,(r)sin uu — t)d: ]sin TT (3.3.16) 
i k=) v? 
例 6 求 混合 问题 | 


e. 63 = 


Fu 2 Fu 


ri a4 = sh= Lr t0 
x . 

u |.-o = 0, x L= = 0 

ulao = ul. = 0 

的 解 。 
解 : 根 据 齐 次 化 原理 , 先 求 解 

0 OLTI tr 
aR 

R|: = 0, > L= = shz 


R [e = R |... = 0 


R(x,t;r) = >° [A,cos ET — r) + B,sin EX G — t) lsin ar 
k=] 


此 处 A, = 0, Ë, = iss | shasin rdr 
= =]. e" — e ^n? dx ` 
= gral, z Sin —zdz 
= C 1” 21shi 
 a(k'i + Ë) 
故 原 问题 的 解 为 
u(x,t)— | RGstDdr 
= | 5 C- D 2ishi 1) 27shysin RTA (it — t)sin En d 
o£ akt + Ë) l "d 
cf (— 1 !2ishL. kra . hx 
21j, aa p y Sin 3 « — r)sin FEX 
_ 2 A Cp" kra 
= are 2, ESSE cos 7 t 
2. 固有 函数 法 (试探 法 ) 
由 于 与 问题 (1 ) 对 应 的 齐 次 证 定 方程 定 解 问 题 的 固有 范 数 是 


. kx 
sin 一 一 你 


l 
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sin ar (& = 1,2,3,7) 


它 显然 满 足 (I) 的 第 一 类 齐 次 边界 条 件 (3. 3. 90 ,因此 可 试探 设 
( 了) 的 解 具有 形式 


ust) = PT Osin Fx (3. 3.1 


k—i 


其 中 工 ,(z) 是 待定 函数 ,为 了 确定 TLGO 32 E HR / (>, 0 B El 
A RRR E d 的 富里 埃 正 弦 级 数 , 即 


f(z,t) = 2 f, Osin E (3. 3. 18) 
其 中 系数 
ft) = 了 | fortsin ET rd i 
将 式 (3. 3. 17) 及 式 (3. 3. 18)4% À (3. 3. 8) 及 初始 条 件 式 (3. 3.10) 
得 


kna 


STO + ETO -Opn = 0 
k-1 


c . Ë weno Ë 
> 1T,(0)sin Tuc 0, SIT QODsin Tx = 0 


k—1 k=1 


于 是 确定 函数 T(z) 归结 为 解 下 列 常 系数 线 性 非 齐 次 常 微分 方程 
的 零 初 值 问 题 


2 
TCD 4 [89 TO = RO 
44 (3. 3. 19) 
T, = T,(00)—0 (k=1,2,3,.) 
由 常数 变异 法 可 以 求 出 式 (3. 3. 190/89 825 
T,G) = iss] a COsin krat — Dac (3. 3. 20) 
Tajo . 


所 以 
ulx,t) = 2, Tn)sin x 
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= 之 [Z | Asin ma — dein an (3. 3. 21) 
EERE DOR, | 
这 里 所 给 的 求解 问题 (I ) 的 方法 ,其 实质 是 将 方程 的 自由 项 
及 解 都 按 齐 次 方程 折 对 应 的 固有 函数 系 展开 。 所 以 这 种 方法 叫 固 
THER SCA ORE 待定 系数 法 )。 应 用 这 种 方法 要 预先 知道 相应 的 
固有 函数 系 。 | 
| 例 7 求解 下 列 定 解 问题 


Zu ¿Qu ^. 2x ，2ar 
P 4 za = sin pesin t Occ r«li t»9 
u | z-o = ul: = Q 
>x E 
uji- = 0, > = = 0 


解 ; 因 相应 的 齐 次 方程 的 定 解 问题 的 固有 函数 系 是 
(sin 52) ,所 以 可 设 解 为 


u(x,t) 一 PTsin $ TU (3. 3.22) 


k—i 
2ax 


将 / GO sin Fesin 228, 按 固有 函数 系 民 ERES | 


2K 2 x : 
sin gesino eT, 一 >, (#)sin ar 


比较 上 式 两 端的 系数 即 得 
pofi T 4 # = 2 时 
0 34k > 1 H £ = 2 PF 
HRG. 3. 1358. f 
T,G) = 去 | sin £7 rsin P — Dr 
í I 2an 2ax 
= al ZXSID 7 —t — tcos ut! 
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T,G) = 0 (k= 1,3,4,*) 


于 是 
ouo d l . 2am 2an |... 2T 
u(x.t)— dan Jan” 7 t tcos 7 d sin r= 
例 8 求解 下 列 定 解 问题 
du 
x —a ERE = Asinwr 
du 
ae079 IE 
Mang 


HUP EE. EL 2 umo FRED G 38 £ 
tco Pr stu UR 


u(x ,t) = YT, cos 党 T 


HELARAZ E r RBS 
> [T + Era) T, cos Tz = = Asinwt 
比较 上 式 两 端的 系数 得 


+= 


T, = Asinwt, T, + T, —0 (¿=> 0) 


再 将 (z DB ERE A WERAK 
T,(0) = 0 
T, TS $T Jr EER T, 0)=0 下 的 解 是 
T,G) = da — coswt), T.G) — 0 (kx 0) 


于 是 所 求 的 解 是 


u(r,t) = £a — cosa) 
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83.4 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 


在 这 一 PH, 我 们 讨论 带 有 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 


Bi EAA 0cr«l t0 (3.4.1) 
ule = m. ulus = nO t> 0 | (3.4. 2) 
ues = gG, SE = D (3.4.3) 


为 了 能 用 分 离 变量 法 求解 , 需 将 边界 条 件 化 成 齐 次 的 。 为 此 , 任 选 
一 满足 边界 条 件 式 (3. 4.2) 的 函数 wet), Bi | 

wz) lano 5 p), w25) |as = pa) (3.4.4) 
满足 式 (3. 4. 4) 的 函数 有 很 多 且 容 易 找 到 。 例 如 可 取 双 为 过 的 线 


性 函数 B 
wlr,t) = Ax + BG) (3.4.5) 


由 式 (3. 4: 4) 确定 
AG) = Hn 一 内 的 ]， BG) = GQ) (3.4.6) 
HEG. 4. 6) 代 入 式 (3. 4. 5) 即 得 


wr.) = ADAD, + (t) © (3.4. 7) 
再 令 :| 
u(r,t) = vIG,t) + wirt 
= vit) + gu) 4 60 7 8, (3. 4. 8) 


则 待定 函数 o Ge ORE E 3F Kh AI 
7(0,2) = u(0,2 — z (0,42) = 0 
v.) = ut) — wt) = 0 
由 此 得 到 关于 v(xz,t) 的 定 解 问题 


. 68 ° 


go Q7? 一 六 Cr Orxi £ > 0 


a? 2r? 
vo = Uem = 0 (3. 4. 9) 
[elec aco. Fhe = TES 
其 中 
fb) = fos DO) 十 ANTAD, 


AE = pa) — [a 0) 十 £9) 7 09 13 


pil) = 4G) — [, (0) + AD AQ A 


(3.4.10 

问题 式 (3. 4. 90 8183 8 3.3 节 的 方法 解 出 。 将 式 (3. 4.9) 的 解 代 入 
式 (3. 4. 8) 即 得 原 问 题 的 解 。 | 

M C. 4. 10) 看 出 , 当 原 问题 的 证 定 方程 为 齐 次 方程 ,采用 代 
换 式 (3. 4.8) 将 边界 条 件 化 为 齐 次 的 之 后 , 斌 定 方程 将 变 为 非 齐 次 
的 。 [ 

例 9 求解 下 列 定 解 问题 

(gu 294 9 orc] :>0 


a ar’ 
(oa o0<zr<l ‘3.4.11) 
wo = 0, uja- = Asinwt t>0 
NES uG.uD-—vGe.DdTwi.D.H (3. 4. 12) 
wlio = 0, wl = Asinwt (3.4.13) 


i wG.D-—ACGx-BG, BiG.4. 12) 得 
A . 
wT,t) = —-xsumnot 


l 
在 代 换 式 (3. 4. 12) 下 得 v GO BE SEIL BUS 
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Kv 4v 
at 一 a ETC = Ae sinet 


ul,- 0, vlz = 0 (3. 4. 14) 
do Aor 


ILL — 一 -一 一 


alc 7] 
再 利用 83.3 节 的 方法 求 出 式 (3. 4. 14) 的 解 ,代入 式 (3. 4. 12) 即 
得 式 (3. 4. 11) 的 解 。 
由 于 w(xz,t) 的 选择 具有 很 大 的 灵活 性 ,我 们 可 以 对 w(z.2) 
再 附加 一 些 条 件 , 使 得 v(z,t) 所 满足 的 方程 成 为 齐 次 的 。 这 种 解 
法 称 之 为 分 解 未 知 函 数 法 。 仍 以 例 9 来 说 明 这 种 方法 的 具体 步 又 
第 一 步 :分 解 问题 
设 u-—vvtw, w fÑ o 分 别 是 下 列 两 个 问题 的 解 


vo = 0, 


go p 
Jw dms e a 
a: az yl = vla = 0 
(A) -1 (B) 4 
w leso 0 | ulio => w fio 
w |,- = Asinet dv Jw 
PAGE PEE 


第 二 步 : 求 (4) 的 一 个 特 解 

iL wGo.uD-XG)OTG, 将 它 代 入 第 一 个 边界 条 件 得 XU) 
TA)= Asinwut, H T) = Asina, 4 XO =1, HHE wlr, = 
X (1) Asina 代入 第 一 个 边界 条 件 和 泛 定 方程 ,分 别 得 


2 
X) = 0, X"(z) 十 X (z) = 
解 党 微分 方程 的 边 值 问题 
2 
MA + SX (e) = 


— 
qu 
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. [61] 
sin —r 
XG) = ——“ 
. ai 
sin 一 
a 
所 以 
| Asin — rsinaf 
wr.) = —— 
sin — 
从 而 问题 (8) 化 为 
dv Ju 
a x9 
(B') 4v le = vl. = 0 
v | 0 X | — e sin “+ 
t=) — E" 17-0 . / 
in 
L 
第 三 步 求解 (B') 
应 用 分 离 变 量 法 可 得 
TES kra in ETA) sin F7 
vr.) = 27 | acos 7 t + Dsin ] tl sin ]* 
H v|,-,—0 得 a,= 0, H 
. (O 
并 | Da Pus m a a 
a £7 1 177 PERLE . p 
( sin —4 
a 
故 
. [64] 
2 I sin a bx 
b, =-= — Aw sin —=dx 
Ena 0 G l 
sin —4 
a 
` 1: 
Caa | sn t je sit- |z 
= j + 
krasin 1 o| + ÈT |2 — 8n 
a a í w ! ° 


A a /| 
kx w kr 
a 


所 以 


例 10 求解 下 列 定 解 问题 
Zu -eA 0<=xr<! 


ul. = 0, u | z=: = B 


上 > 0 


du - 
E" |,-。 一 2&|,-。 = 0 
解 :因为 方程 的 自由 项 与 边界 条 件 都 与 上 无 关 , 故 可 令 


u(r,t0) = vG,t) + wx) 


代入 泛 定 方程 。 分 解 问题 
A ni + A=0 
cA) wi|,.—90.wl.,25 


sa。 72a 


oo == wr), |, = 0 
解 常 微分 方程 边 值 问题 (4 ) 得 
wa) =— Z + Cz + D 
由 边 值 条 件 有 
D=0C= ju + B= À + Ë 
所 以 
wx) 一 一 Ar + P- T HL 


ERB. 中 人 局 守法 有 
v(r,t)-— > (C,cos ra, + D,sin kra t)sin — km 


]D* 
du ^ 
Hi PELIU 得 万 一 0,. 故 
v(r,t)-— X Cicos ËZ 7 ZTA sin - 
H c |,- = -—wG)f8 
As [A B) eu r 
24! (gat T [js 2; Cisin I7 
所 以 
一 2b :一 E ys sin Pda 
— 2AP 2[ AF 
一 Uu F: + B |cose 
故 


uCr,0) 一 一 Ar + ++ 十 二 FRE + s E 77 tsin um 
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例 11 求解 下 列 定 解 问题 ` 


u p = M, w l]a: = M, 
ul. — gx), 2 Les = dr) 
解 : 由 于 自由 项 与 边界 条 件 都 与 上 无 关 , 令 


uCr,t) = (m, t) + wlr) 
TRE w CD o Gn O i | 
(A) [eere s fen =0 
wis-o = M, w|.-,— M, I 


(B) v |o = vl. = (J 
vb = ptr) — wt) 
Qu 
(g l= = 4) 
解 (4), 设 | 
NI — £O aed, = F(x) 
oJ a f 
由 泛 定 方程 得 | 
wlz) = FG) + Ci + C, 
由 边界 条 件 确定 
C, = M, — F(0) 
C = M, M. FO) — FG) 
| p ] 
所 以 | 
wa) = FG + [67 1, FQ) FO). mM, pp) 
往 解 (8B) ,由 分 离 变 量 法 得 
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SC E sin £4, | sin A7 
v(x,t) 2 | Cicos i t + D,sin 7 tsin 7T 


其 中 
2 í: . kx 
C, = ?| [gG) — wir) sin adr G = 12,8.) 


D, = = yosin PT oda (b = 12,3, 
故 
u(r,t) = F(z) + [457.4 + PO | 
“ +M, F(0- 3 | Cicos es, + D,sin Hr sin Et 
E 


对 于 一 个 定 解 问题 ,有 多 种 解法 ,重要 的 是 要 掌握 其 思想 广 
例 12 求解 定 解 问 是 | 
LM 
u.s 一 u |a=: = 0 
ul... 一 TOP 
解法 一 设 uGu)—vG,.)4dwr.D, vlr) 5 zu (z t) 
别 满足 d 


Qu _ 1 gw w 18v, A... 
A æ ac X aa a 
CA) o u (B) u u 
wj|...— wl.,-0 v|.-.-— v| = 
. wi- =T | v| o = Ó 
ff CAD ,由 分 离 变 量 法 得 
z x k 
wlx,t) = Ce GP 'sin 了 zx 
其 中 
Cou 2[Ü >a m 2 
C, = 2 [ Tsin z zdz = inl! (— 1%] 


. 75 ° 


解 (B)。 由 固有 函数 法 , 设 
v(r,)-— 2 (sin ar 
将 它 代入 证 定 方程 得 
> Lec) 十 IL EPn 0) Jsin a = dec 


He REA RRR (Sin P) Rr Bl 


A COM 
ue = 2) fisin ar 
其 中 
. "^ | 
fi = rj. Ze “sin "ada 
= 2A kr — k co 
= Z WEG ut ( | De ] 
解 常 微分 方程 初 值 问题 f 
ju C) + yu) = f, 
Us [i-o = 0 
得 | 
aG) = GEO ADI — e ° 
由 此 求 得 


IN . kr cre oum. Ex 
u(r,t) = 2 Wsin d* + 2, Ce P tsin FT 


解法 二 Ruam, =wle) tule, t), wa) ulr, 04H89 


足 
Fu , W 
一 _— — = 0 
uw'(x)-J- Ae “=0 az a à 
CA) (B) 
wir. = w |a = 0 : v|.l.- v |e = 0 


v|- = T — wir) 
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. ADI 


fent ACI te “r + 


用 分 离 变量 法 解 (8)。 设 
v(r,)-— X Cie sin a 


wlr) 一 一 


其 中 


C, = 2f [T — w(x) ]sin ET oda 


_ 2T r p Qv 2A kx u 
-i C Dt ou unu anll T C 
2A — k. a o | I 
+ jai Ll 1)*e 1], 


解法 三 dbuGoD- XT: Osin ar 
代入 泛 定 方程 及 边界 条 件 得 


ino + | 


al 


T,G) = f,G@) 


1 ; 
T0) = pub — (— 1X] 
解 上 述 常 微 分 方程 初 值 问 题 得 


A 
a, 


— 1Xe “| 


M x.2 l 
T,G) = (RO -(-p]- Gti je ^ 4- (253, 


代入 | 
u(xz,t) = 2, T, (sin an 


即 为 所 求 。 


1. 求 解 下 列 定 解 问题 


kn 


779 


lo = XO — z) Occ rl 


Fu Fu 

E 
(12 uli. = sin 3ar dO 

|= 0 ud 5 x 


u |z=0 = u |a=: = 0 


Fu du 
xy 7379 
E : o<r< 5 


(2) u 


U fem = , 4 = z(z — 1) 
1 a 
1— = > «x«l 
ul... - ul]... = 0 
u Fu 
Y 47 (¿> 0,0 z < m) 
(3) du 
ulamo = l. = 0 G> 
ula. f(x) 
du — di » 
+ asco G> 0,0 r«0 
x < z < 
(4) | 2 
ull. 
h-e T+<=z<1 
Ujao = u| s= =0 
(5) 


Fu Pu 
u |-。 = w|i = ĝ 


. KT 
wl = sin ,uss = 0 
a 


2. 求 解 下 列 定 解 问题 


sf 0<r<l i>0 
QD 


u|.-e 一 # |i = 0 
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P4 oan TE = bshz Kri ¿/2>0 
€ H 


(2) < m0 = Q 0 过 zl 


27 
|l. =o, Š 
Urea 0 3 | 


alu. 0, ul. = 0 


u phn Asinwt 
- a a ad = j 
(3) 


ul. 0 
du Qui 
P P = 0, arc = 0 


3. KON L RI SI JEE tJ 8 i E II BE. c0 保持 常温 wo, 而 在 
arcc Dy E RET LL CAE SJ Ei Ar DP s.p PR 0138 RE 2938 EE ,此 时 杆 
上 的 温度 分 布 函 数 满足 下 述 定 解 问题 | 


du u _ 5 
à 4 = b*u 
uli. 0 


à 
U|.-s = uo, [5 + huje- = 0 


试 求 其 解 。 


4. 求 下 列 定 解 问题 
Ë — a° ua —-— Plu — t) 
(1) _ 
ul.l2. = tu]... = a 
u |, = f(x) 


其 中 apuo 均 为 常数 ,Fr)Eec， 
(OR: Em EI uu toulede] 


Ec (PA = sha 0<r<1 />0 


(2) a ma 


uras 0, ui= 1 
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u femo = 0, LIN = 0 
5. 求 解 下 列 定 解 问 题 


1 9 du 1 Z< 
DEEP EE 
QD IPIE = uu. = 0 
UI = 0) 
du du 
àj ca 9 
(2) < ulss = 0, ul.-.-7- 0 
"E 
a9 ày = 


6. 在 膜 型 户 壳 江道 闸 门 设计 中 ,为 了 考察 闹 门 在 水 压力 作用 下 的 受 力 情 
T, REEK Sra Oscyscó 上 求解 如 下 的 韭 齐 次 调和 方程 的 边 值 
问题 。 
(Au — pydq (p«0,203390 30 


ou 
preces 


u |y=o = u | yng = 0 
试 解 之 。 
7. 在 以 原点 为 圆心 ,a 为 半径 的 圆 内 , 求 泊 松 方程 Ax 一 一 4 的 解 ,使 它 满 
足 边界 条 件 xl-。 一 0。 
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第 四 章 ”固有 值 问题 


94.1 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 


1. 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 来 源 


在 第 三 章 的 讨论 中 我 们 已 经 看 到 ,采用 分 离 变 量 法 求解 定 解 
问题 时 ,总 不 可 避免 地 要 遇 到 一 个 常 微分 方程 在 某 种 齐 次 边界 条 
件 下 的 固有 值 问题 。 例 如 ,在 求解 弦 振 动 的 混合 问题 时 ,我 们 得 到 
过 常 微分 方程 

| X'"(x) + AX(x) = 0 
及 关于 函数 和 (z) 在 边界 上 应 满足 的 一 些 齐 次 边界 条 件 

XO = X(D = 0 së X'(0) = X'Q) = 0 
或 其 它 类 型 的 齐 次 边界 条 件 MEALA AR t Rl ku T — + El 
有 值 问题 
| X"(x) — AX(z) = 0 (4.1.1) 
| 第 一 (或 第 二 ,或 第 三 ) 类 齐 次 边界 条 件 (4. 1. 2 
在 求解 有 限 长 杆 的 热传导 方程 的 混合 问题 时 ,我 们 遇 到 了 固有 值 
问题 


X") +AX(z) =0 | (4.1. 3) 
| XO) = 0, X' G) + XQ) = 0 (4. 1. 4) 
Teck 88 — He brc hr E Jy Pe) xe RR [Ba] ESU Bf BL [8] A 465 a] gs: 
G"(9) + AB(O) = 0 (4.1.5) 
| @(0) = Ar) (4.1.6) 


在 本 章 中 还 要 讲 到 用 分 离 变 量 法 求解 偏 微分 方程 时 ,会 遇 到 贝 寒 
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尔 方程 

| PPIP) + pp (o) 十 AP — np) 一 0 (41.7) 

和 连带 的 勒 让 德 (Legendre) 方 程 . | Cy 
d? d am! 

(1 一 a) P — 2x E + [na + 1) 一 ic = 


]# = 0 
(4. 1. 8) 
这 些 方程 初 看 起 来 似 无 什么 联系 .为 了 研究 其 共同 的 特点 , 若 
改变 一 下 它们 的 形式 ,以 yE XE p WA 
[5'] + Ày = 0 


2 » 
[ay] 一 Ty + àzy = 0 


[ü — dy 一 i muy + n + Dy = 0 
就 可 以 发 现 它 们 在 形式 上 有 许多 相似 之 处 。 


ICE 27] — gy + Ap)y —0 arb 


(4. 1. 9) 

不 难看 出 ,方程 (4.1.1) . 式 (4.1.7)、 式 (4,.1.8) 都 是 上 述 方 程 的 特 
例 。 例 如 取 ECD =l, q(x) 二 0, eG —1 即 为 方程 (4. 1. D, 7É Bl 
sk (4. 1. 9) 的 方程 称 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 方程 。 如 果 &Gz) 和 p(x) 在 - 
[a,5] 上 都 是 正 的 ,那么 ,斯 图 姆 - 刘 维 尔 方程 称 为 在 区 间 [a.5] 上 
是 正则 的 。 ` 

斯 图 姆 - 刘 维 尔 方 程 带 有 经 过 分 离 变 量 后 的 端点 条 件 的 问题 ， 
称 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 方 程 的 固有 值 问 题 , 即 

Aika) a] — q(z)y + ApGOy 0 a <> < b 

E r= a 及 x = 二 05 处 提 第 一 (第 二 ,第 三 类 ) 齐 次 边界 条 件 

或 自然 边界 条 件 | 
使 得 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 有 非 零 解 的 人 值 , 称 为 这 个 问题 的 固有 
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值 。 对 应 于 固有 值 的 非 零 解 , 称 为 固有 函数 . 

为 了 保证 解 的 存在 ,我 们 假定 (x) 及 其 一 阶 导数 在 [a,5] 上 
EE, arad BE EG) 77 0: GrMÉE [a b] EEE., EE FE Ca TO Pg 
连续 而 在 端点 处 有 一 阶 极点 , 且 gCGÓ Z0: p(x) 在 [a,5] 上 连续 且 
pGÓZ70. po 是 一 正常 数 。 | 

f 1 cK PX ESI A IRL IL 8 E A ER C 

y+ 4y—0 Oc rmn 
ix(0) = 0, y (z) = 0 

解 :1) 当 4=0 时 , 通 解 y — Az B, y(0)=0 得 B=0; 由 
y (rn) 二 0 得 A-—0, i A—0 不 是 固有 值 。 

2) <<0, 通 解 为 y=Ae “和 十 Be "/"* 

由 端点 条 件 得 
A+B=0 
a iA Vie TB=0 
由 此 解 得 4 二 B=0, 因 此 仅 存 在 唯一 零 解 。 
3) A20 时 ,斯 图 姆 - 刘 维 尔 方程 的 通 解 是 
y= Acos y À x + Bsinv À z 
H y(0)=0 f 4= 0, 利 用 条 件 y GO —0 可 得 
f B À cos. À z = 0 
因为 A— 0 不 是 国有 值 ,为 使 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 有 非 零 解 ,必须 
cosy Àx = 0, B= 0 
因此 固有 值 是 


À, 


相对 应 的 加 有 函数 是 


sin 


— 2 
-ZD aiga) 
2k — 1 

2 
例 2 给 定 柯 西方 程 
ty" tH zy + ÀAyy= 0 1<r<e 


r (—12,.9) 
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和 端点 条 件 y(1)=0, y(e)=0, ME 刘 维 尔 问题 的 固有 
值 和 固有 少数 。 
解 :由 变换 ao, 
k (z) = ee = el = x 


cs (>) 


qa) =“ a z) = - 


pr) = E moto = 
其 中 c Ca), ,c I (z) ,cs(z) 是 方程 
dš d 
cC) i 22821623. ds + [e (z) + À]y = 0 


的 系数 。 柯 西方 程 可 改写 成 
La 42) + Ly = 0 
对 柯 西方 程 寻 求 形式 解 y=x” ,得 到 确定 m 的 方程 
m? + À = 0,m=+i/À 
因而 柯 西 方程 的 通 解 是 
y) = Or 7 十 CA 
注意 到 
x” = e" — cos(alnz) 十 isin(alnz) 
于 是 
y(z) = Acos( vV Alnz) + Bsin( v Alnz) 
Ep Am B5 C. C, 有 关 的 任意 常数 ,由 端点 条 件 
. y(G) 一 0 得 4=0 
由 y(e) 一 0 得 Bsin v à = 0, 因 此 得 固有 值 
A = kr (k= 1,2,3,) 
及 相应 的 固有 函数 
sin(£rlnz) {k= 1,2,3,.") 
当 (a)==k(6) 时 ,出 现 另 一 种 类 型 的 斯 图 姆 - 刘 维尔 问题 。 所 
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请 周期 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 。 
例 3 求解 周期 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 。 
>+ Ay =0 —x< x< m= 
ir T) = y(r) 
y(— 0) = y (m) 
解 ; 注 意 到 EGO =1, TE k r)=kln), AD0 时 ,这 个 斯 
图 姆 - 刘 维 尔 方 程 的 通 解 是 
ylz} = Acos VAx-Bsin/Àx 
将 它 代入 周期 端点 条 件 ,得 如 下 两 个 方程 
(Acos y À x — Bsin y À v) 一 
(Acos / À x + Bsin / À z) = 0 
— A V AsinvV/ Ax + B / À cos Ax — 
(A V ÀAsinV/ Ax -- B / Acos Am) = 0 
Bp 
(o V AT)B —0 
(2/ AsinV A1)A = 0 
由 于 y(z) 是 当 4>0 时 的 解 ,所 以 对 任意 的 4 和 BB 都 有 
sin/ Àr = 0 
故 
à =k? (k= 1,2,3,) 
这 样 ,对 应 于 同一 固有 值 二 ,可 得 到 两 个 线性 无 关 的 固有 函数 
coskx 和 sinkz. 
如 果 4<<0, 不 难看 出 ,方程 的 非 零 解 不 能 满足 周期 端点 条 件 。 
24 A=0 时 ,对 应 的 固有 函数 是 ]。 
于 是 ,上 述 这 个 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 固有 值 是 
(0,42) (k= 1,2,3,.) 
与 之 相对 应 的 固有 哺 数 是 
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1, (coskz) 和 {sinkz) (b = 1.2,3, 30) 
不 难看 出 ,任意 的 二 阶 常 微分 方程 
00 fGOy" + gGDy' + h(z)y = 0 
是 斯 图 姆 - 刘 维 尔 方程 的 充 要 条 件 是 户 (z) 一 8Cz) 
即 ^ 
[/(z)y']' + h(z)y = 0 | 
如 果 条 件 AP(z)=g(z) 不 满足 ,利用 乘 一 积分 因子 了 (z) E 
TOLD + gG] = LUT + f] 
T(x) 为 待定 函数 。 测 上 式 得 | 
fT' —(g — f DT = 0 
积分 得 
- TG)- Jr 
iX FÉ , 常 微 分 方程 就 化 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 方 程 
[Tfy | + Thy = 0 


2. 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 基本 定理 


关于 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 ,有 下 面 四 个 基本 定理 。 这 些 定理 是 
”分 离 变量 法 的 理论 基础 。 | 
定理 1 存在 着 无 穷 多 个 实 的 固有 值 
À), < x), < Àj, [Le < À) < X... < --- (4.1.10) 
及 对 应 于 它们 的 固有 函数 | 
PiLT), Va CTE) Ya CE) yia Gun 


定理 2 当 g(z) 之 0 时 ,所 有 的 固有 值 都 不 是 负 的 , 即 


` À; > 0, (k = 1,2,3,:—) (4. 1.11) 
d dxEBEIBa] E ka> WEA A 0 的 充 要 条 件 是 
qlr) = 0 l 


日 两 端 均 为 第 二 类 边界 条 件 。 | 
定理 3 与 互 异 的 两 个 固有 值 人 ALONE BUB ERG y), 
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ys GO PD EX. B] 
| pCa)y GO ys GOda = 0 (4.1.12) 
定理 4 (斯 捷克 洛 夫 (Crexnos) 展 开 定 理 )。 对 于 一 个 具有 连 
续 一 阶 导 函 数 及 分 段 连 续 二 阶 导 函数 的 任意 函数 FCD EAE BJ 
给 的 边界 条 件 , 则 它 一 定 可 以 按 固 有 通 数 系 {yi(z)}) 展 开 成 绝对 且 
一 致 收敛 的 级 数 


fG) = >f, (z) (4. 1.13) 
k=1 
其 中 
| pO fF Go y, z)dx 
fi = 一 一 一 一 一 (4.1.14) 
| PED y (dz 


我 们 只 对 定理 2. E E 3 给 出 证 明 , 由 于 定理 1 和 定理 4 的 证 
明 比 较 复杂 ,在 此 省 略 。 
定理 2 的 证 明 : 先 证 A220, 1.2.7 
i 1,y(z) 是 方程 (4. 1.9) 的 任 一 组 固有 值 与 固有 函数 。 则 有 
[z (z)y' G2 ]' — qGOyG) = — àplr)ylr) (4.1.15) 
用 y(z) 乘 式 (4.1.15) 两 端 并 在 [a ,站 上 求 积分 ,利用 分 部 积分 公 
式 得 | 


a| e y! (æ)dzr 
b 
一 一 [#(z)y'(z)y(z) Y + | [a G2 y! (z) + EGO y"? (z) ]d« 


(4. 1. 16) 
ELT EGG DPI gE, k&Gx2220, y GO3É0, ft 


| [g(z)y2 (z) + kr)y (z) dr Z 0 (4.1.17) 
所 以 
af py Oda > [k(z)y' GyG21 
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= k(a)y'(a)y(a) — kO)y' (0)y(6) 
若 在 >= b 点 有 第 一 类 边界 条 件 y (p) =0, 或 第 二 类 边界 条 件 
y (0)=0, 或 自然 边界 条 件 y(0)<co CO) 一 0, 都 有 
ky (b)y(b) = 0 
对 第 三 类 边界 条 和 件 yo 十 cy() 一 0 时 
EOY bylb) = — ek(b)y! (0) < 0 
所 以 ,不论 何 种 边界 条 件 都 有 
k(b)y'(b)y(6) < 0 
同 理 ,在 x=a 点 可 得 
k(a)y'(a)y(a) > 0 


因此 有 

af eco Gode > 0 (4. 1. 18 
在 (4a,5) 内 oO Z0 B. y GO250  BUÉ 

| oy God > 0 (4.1.19) 
从 而 得 到 4 之 0 


25 WESB — WIAR, EXE La 0]. E £220, A RE C4. 1. 90 83 [8T 
有 值 "由 (4. 1.16) 8 


— [hy GOyGOJE + | [q yG) + &GOs* Gs = 0 
由 于 无 论 何 种 边界 条 件 都 有 
一 [k(z)y' (z)yCa=) É > 0 
iN Dk 
b 
| [gery (x) + EG) y? Ge) dr 一 0 
由 于 被 积 函 数 是 连续 非 负 的 ,所 以 有 
qz)y (z) = 0, k(x)y (r) = 0 
X y《z) 关 0, 故 q (z)==0, MERR k> AA y' G)==0, A if 
H y Ca) o y (b)= 0, 
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反之 , 当 q(z)==0 H y (a)=y 0) 二 0 时 ,y(zx) 二 1, 显然 是 对 
应 于 4=0 的 固有 函数 。 : 
定理 3 的 证 明 设 ya(z), ylzx) 是 相应 于 不 同 固有 值 入 
的 固有 函数 ,所 以 有 
[EG y. CLI] — q(z)y, (z) + hplr)y, (z) = 0 
(4. 1. 20) 
[kx y, (r2 ]. — g(r)y, GO 十 AG) y, Ge) = 0 
(4.1. 2) 
用 y Gs vs DARA. 1. 20) RU. 1. 21) 并 在 [a,5] 上 求 积 
分 。 相 减 得 
(An — à) | eG» Gr), oda 


= ky, GO y, (b) — y, G2 y, (6) 
— klay la) Yn (a) — y, Ca)y.(a) ] (4. 1. 22) 

f EA EP ys (0) — y, (0) 0 E y, (0 — y, (0) —0, XE BEL PARLE AS 
IF F ,y(b)<oo gf E(O)—0.1 8 

ROY E) y, (b) — y, O0, 00] = 0 (4.1. 23) 
而 在 第 三 类 边界 条 件 下 , 即 

y. (b) + oy, C) = 0, yab) + oy,(0) —0 0250 

下 ,有 

ya) 一 一 oy, lO), yb) =— sy, (b) (4.1.24) 
将 式 (4.1.24) 代 入 式 (4. 1. 23) 即 得 

k(b)[— sy,(b)y,(b) + oy, (Dy, 02] = 0 

于 是 在 z=b 点 处 不 论 何 种 边界 条 件 , 式 (4. 1. 22) 右 端 第 一 项 为 
零 。 同 理 可 得 在 z—a 点 处 不 论 何 种 边界 条 件 也 使 式 (4. 1. 22) 右 
端 第 二 项 为 零 。 从 而 | 


b 
(À, — af PCL) Ya (m=)y,(z)d+z = 0 


但 AnA, Er VÀ 
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| ey. G3, Gd 一 0 m=n 
$4.2. 贝 塞 尔 函 数 


1. 贝 塞 尔 方程 及 其 通 解 


贝 塞 尔 方程 常 出 现在 圆柱 对 称 的 数学 物理 问题 中 ,在 4, 345 

例 1 中 ,我 们 讨论 圆 盘 瞬时 温度 分 布 规律 时 ,将 引出 一 个 斯 图 姆 - 
刘 维 尔 方程 的 固有 值 问 题 。 

e p'Co) + pp' (o) CAP -kp =`0 (4.2.,1) 


pR) 一 0 (4. 2. 2) 
p0) < co (4. 2. 3) 
KF k SF T 


由 于 acq - 5o RE TERTSTRI LIT 
M36 A—O0 时 ,方程 (4. 2. 1) 是 尤 拉 方程 。 


r 


M A2>0 BF, $ r= / À p, iU Foi "i ; 则 方程 (4. 2. 1) 

化 为 | 
PE") + rF'G) + (2 — ËF (r) = 0 (4. 2. 4) 

这 就 是 上 阶 贝 赛 尔 方程 最 常见 的 形式 . 按 惯例 ,我 们 仍 以 zx 表示 自 
变量 ,以 y 表示 未 知 函 数 , 则 上 阶 贝 塞 尔 方程 为 
一 般 说 来 , 它 的 解 不 能 用 初等 函数 表示 ,只 能 表示 为 级 数 形式 。 因 
为 贝 塞 尔 方程 很 重要 ,所 以 它 的 基本 解 组 的 性 质 都 已 经 用 表 详 
列 出 。 . | 

下 面 我 们 来 解 不 阶 贝 塞 尔 方 程 (4. 2.5)。 

先 假定 Et 之 0, 即 限定 夺取 非 负 实数 ,因为 点 z 一 0 是 贝 赛 尔 方 

90 . 


xš 


+ (a? — ky = 0 (4. 2.5) 


程 的 奇 点 ,所 以 按照 费 洛 平 纽 斯 方法 , 解 可 取 为 
y =a (a, + aux + az) + * + aux + +) 


= Saa aÓ = 0 (15.2. 6) 
£=ü0 . 


其 中 常数 C 和 as(E=0,1,2,…) 可 以 通过 把 y 及 它 的 导数 vy" 
代入 方程 (4. 2. 5) 来 确定 。 
HAA. 2. 6) 代 入 式 (4. 2.5), 化 简 后 得 
(C? — £a + [(C TD — k Ja zS"! 


+ SEC H ny: — Ea, + a, sjzct = 0 


要 使 上 式 成 为 恒等式 ,必须 z 的 各 次 笑 的 系数 全 为 零 , 从 而 得 到 
下 列 等 式 

(1) (C*—Pp2)aÍ = 0 

(2) [KCD — k ]ai —0 

(3) LCH — k Ja, a, ,=0 n-2,3,.:- 

对 于 任意 的 ao 天 0, 由 方程 (1)( 称 为 指数 方程 ), 得 C — 6 — 
0, AMA Ci =k, C= k RAD a =0, 

# 非 整 数 , 先 取 Ci= 代入 (3) 得 


"P 


da = n(2b +- n) 


因为 a 二 0; 故 有 
. _ _ do __ ao 
a = 0, a = 30b 2) — + D 
— az — do 
as = 0, a =— AFD 22 F DFD 
a, 


Am- = Ü m = 3,4,5," 


ay 


2m 3- 1) G + 2e + m) 


Go 一 (— 1)” 


. Q] ° 


对 非 零 任 意 常 数 do ;通常 取 为 


do 


_ 1 

Pr + 1) 

E m 1 

则 Arm 一 (— 1) 2^ "m 1DPG + m + 1) 
wm 


从 而 求 得 方程 (4. 2.5) 的 一 个 特 解 


六 一定 670 
不 难 验证 上 述 级 数 在 整 条 数 轴 上 收敛 ,将 和 函数 记 为 


k + 2m 
= T 


J,G) = > C 1)” oen aimi «> 


m=0 


(4.2.7) 
其 次 , 取 c< 王 一 上 ,用 与 上 述 同 样 的 方法 可 得 方程 的 另 一 解 
yir) = J (rx) 


-- k + 2m 


一 > ” z ... 
一 之 人 1) 2 *"A»ID(—kc4m4D (b 35 1,2,3,2.) 


(4. 2. 8) 
A. 2. 7) 3X (4. 2. DAIRA k Ur f —& 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 

HA £z kb. Ji(z) 与 J.i(x) 线 性 无 关 。 由 常 微分 方程 解 

的 结构 定理 知 , 贝 塞 尔 方程 (4. 2. 5) 的 通 解 为 | 
yx) = AJ,(z2 + BJ _,(z) (4.2.9) - 
其 中 4、B 为 任意 常数 。 

如 果 训 是 整数 ,不 妨 设 £ 为 正 整 数 入 ,这 时 , 当 m —0.1,2, 7, 
N—1 时 ,一 十 mw 十 1 为 负 整 数 或 零 。 由 矿 函数 的 性 质 ， 
PORE 70. BOBO. 2. 8) 中 实际 上 从 m= N 起 才 开 
始 有 非 零 项 ,于 是 式 (4. 2. 8) 可 写成 


coo 


1o - 3 uel 


- N+2m 


£A, m1D(— N + m + 1) 2 
u S) (— 1)” DEM 
(«O9 m1(— N + m)! 2 


. 02 « 


4 m — N =n. M 


Ra 


— n4 N N+2 
Jo) = (— 1) | | 


su CD 
Z4 @ + NICO + D 


2 
_ _ N œ (— IDE z N 2n 
=C 2; HN 1 | 
= (— 1)7”J E (mz) (4. 2.10) 


即 J “与 天 不 是 线性 无 关 的 ,为 了 组 成 贝 塞 尔 方程 的 通 解 ,必须 
另 找 一 个 与 J],(x) 线 性 无 关 的 特 解 。 

在 文献 中 已 经 讨论 了 一 些 不 同 的 这 样 的 特 解 ,但 最 常用 的 一 
个 解 是 


(COSET)I J, Cx) — J Cr) 
sinr 


当 丰 是 非 整 数 时 ,ys(z) 与 Ji(x) 显 然 线 性 无 关 , 当 为 整数 时 ,我 
们 定义 * l 


Y,G) = (4. 2. 11) 


(cosan)M,(x) — J ,(x) 


sinar 
由 式 (4. 2. 11) C4. 2. 120 Br ERRA k NETERA 
数 。 可 以 证 明 ,Zi(z) 确 是 不 阶 贝 塞 尔 方程 的 一 个 特 解 , 它 与 J.C) 
是 线性 无 关 的 。 因 此 , 贝 塞 尔 方 程 的 通 解 为 ， 

ba = AJ, (x) + BJ Qa) 当 上 不 是 整数 


Y.) = lim (4. 2. 12) 


y(z) = AJ,(z) + BY.) S — on ROME 
yx) = AJ,G) + BY,G) 当 大 是 一 切实 数 


(4, 2.13) 
整数 春山 塞 尔 函 数 比 较 重 要 ,特别 是 
lzy ) [xj l [z]5,.. 
JG) = 1 H tal? + als] + 
_ z liz) O lix]. 
AG) = 5 az +s] 


经 常用 到 ， 
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2. 贝 塞 尔 函数 的 零点 , 递 推 公式 


| E J,(32—0 sË Y,G) —0 B! x (B S829 DU 3 37 P 32 0) k | X: 
于 它们 已 有 详细 的 函数 表 可 供 查 阅 , 下 面 是 J. (z). Jile), 
Y, a). Yi.(z) 的 图 形 。 


图 4-1 图 4-2 

关于 Ji(z) 的 零点 有 以 下 几 个 重要 结论 。 

(1) JiCx) 有 无 穷 多 个 单 重 实 零 点 ， 且 这 无 穷 多 个 零点 在 z FE 
上 关于 原点 是 对 称 分 布 着 的 ; 故 nr(z) 有 无 穷 多 个 正 的 零点 ; 

(2) Ji (xz) 的 零点 与 Jiri(z) 的 零点 是 彼此 相间 分 布 的 , 即 
74(z) 的 任意 两 个 相 邻 零点 之 间 必 存在 一 个 且 仅 有 一 个 Jia G) 
的 零点 ; 

(3) FU UE 表示 LERA, 则 ui. e 4 m->oo 时 
以 x 为 极限 , 即 Ji(z) 几 乎 是 以 2x 为 同期 的 周期 函数. 

不 同 阶 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 有 一 定 的 联系 ,这 就 是 贝 塞 尔 函 数 

的 递 推 公式 ,我们 不 加 证 明 地 列 出 - 些 有 用 的 递 推 公 式 


J, | (z) + J, (=) = PEI (n) (4. 2. 14) 
kJ,CGr) + zJ,(z) = zJ, (z) (4.2.15) 
kJi(x) — zJ, l£) = zJ,. (z) (4. 2. 16) 
Ji iG — Jua Gr) = 244) (4. 2.17) 
TAE E z'J, (>) (4. 2. 18) 


. 04 。 


i [r4] =— z aa G (4. 2. 19) 


所 有 这 些 递 推 公式 对 Y, 也 都 成 立 。 
现在 利用 递 推 公式 来 阐明 半 奇 数 阶 的 贝 塞 尔 函 数 都 可 表 为 初 
等 函数 ， 
首先 利用 式 (4. 2. 7) 及 nep GELD V 元 可 算得 


} _ 1 1» kl __ 2 : 
J1 (xz) = JAEN GET Di* z? = N pgs? 


(4. 2. 20) 
jj 38 


J 1 (z) = A] D-cosz (4.2.21) 
ri wa 


利用 递 推 公式 (4. 2. 14) 得 


2 s[] i] sinr 
=— [r7] 一 一 | | 一 一 
x z dz r 
同 理 
! _ J2 s| 1 dj[cosr 
J yG) = EIE c 
一 般 地 有 | 
Japa) = c ptf L z) sme 
r dr zr. 
1 d 
J. att Moe et +z [三 二 | EZ 
这 里 ,微分 算 于 | L| 表示 算 于 二 让 连续 作用 次 ， 


ed 个 应 用 ,我 们 来 推导 贝 塞 尔 函 数 的 一 些 积 
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分 公式 。 由 公式 (4. 2. 18) 有 
DANS = PM) 
S tzar, ERER 
Elara ar] Z = ar), Caz) 
即 | 
Apat Aala] A spar) — G.2.22) 


于 是 可 得 
+C (42.23) 


Jip (az) 
a 


[atJ Gd = x! 


其 中 CC 为 积分 常数 。 
当 有 > 一 1，a>0 时 ,积分 


| 2*4, (ada = [z — i 


a 


注意 到 1 之 0, .Jirilax)|:-o 二 0, 所 以 有 
[2J axd = 1, (2) (4. 2. 24) 


在 实践 中 还 会 遇 到 其 它 类 型 的 贝 塞 尔 函数 ,如 当 我 们 在 圆柱 
域内 求解 定 解 问题 ,圆柱 上 下 两 底 的 边界 条 件 是 齐 次 的 ,侧面 的 边 
界 条 件 是 非 齐 次 的 时 ,就 会 遇 到 

Brlg-hehks6o (4. 2. 25) 


r dz 
这 样 的 方程 。 它 和 贝 塞 尔 方程 仅 有 一 项 的 符号 有 差别 。 所 以 ,我 们 
自然 会 想到 作 变 量 代 换 ,将 方程 式 (4. 2. 25) 转 化 为 贝 塞 尔 方程 , 即 
求 得 它 的 通 解 。 令 >= i, 则 dzx= 一 idt 
dy_ ld dy d: y 


dz i d ds d 


将 它们 代入 式 (4. 2. 25) 得 
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gigi] 
由 此 知 , 式 (4. 2. 25) 的 通 解 为 
y = AJ, lix) + BY,Gx) 
9 下 十 2m 
其 中 AG = 2, PUSSPG xD 
将 上 式 乘 以 二 ,我 们 就 定义 它 为 第 一 类 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 ,或 
称 为 第 一 类 变形 的 贝 塞 尔 函 数 。 并 记 作 


k+ 2m 


.— LLL 
Ix) = i*J, lix) = > 2^ "wt + m + 1) 
(4. 2. 26) 
特别 地 ， 
212£ x° X" poe 
Na) = l+ at mg t 2531: T 


关于 第 二 类 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 或 称 第 二 类 变形 的 贝 塞 尔 函 数 
K,GOsE X IF; 
当 上 是 非 整 数 时 


Ia aa) — LG) 


K, G) = sinkx 


当下 为 整数 时 
Faaa) — LG] 


sinar 


K,(z) = lim 
所 以 方程 (4. 2. 25) 的 通 解 又 可 写 为 
y-ALG)TBK,GO) 4,B 为 任意 常数 
I, 5 K, 不 存在 实 的 零点 。 


3. 消 数 的 富里 埃 - 贝 塞 尔 级 数 


我 们 知道 ,三 角 函 数 系 (sing,x，cosk,x) 有 正 交 性 ,可 以 进行 
富里 埃 展 开 ( 级 数 与 积分 ), 贝 塞 尔 函 数 系 也 有 所 谓 广 义 正 交 性 和 
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(4. 2. 27) 


j 


广义 富里 埃 展 开 。 

(0 4b Ou? t... < u <. JIGOMBIER X a4) 
Ji mr is 1 75 f 
sra + 区 一 E, = 0 

对 任意 给 定 的 正 数 7， ig ur, Bl a? =n Pl TEA 


定理 1 —£ EPUIEIARER Ji n r), J. nir), Ji nr) 
在 区 间 [0,7j 上 带 权 7 正 交 , 即 有 正 交 归 一 关系 式 


l 
J rJ, O^ rJ, (Qj? r)dr 
0 L: = J 
TJE mD = SI D k hm DBn 
2 


(4. 2. 28) 


| I l EM 
J rJietor)dr = FD 


A UL EAR BRE J Grop. 
证 明 : 设 J,(QWIP P 5 Ji WIPE XAR E 


Iu d 4- EC t, — EM a?o, = 0 (1) 
i 
i dau. d, QD + Enr 一 E Mu GfPr) = 0 (2) 


E OPORE OPORE O HRERS T 
[a y: 一 (ny | rJ mer), andr 
— Ck) d (È) (z) d (z) 
= [Qi r) 4 4,745 r) 一 rJ,nj r) 4," 5] (3) 


由 于 PER FEE 
. 08 «4 


ATA 一 0 G= j) 
将 (3) 式 中 的 257 RASK a, 则 有 
[ROPO edr -- 

4 anf? ,上 式 左 端的 极限 为 
| ridr 


右 端 是 未 定型 ,由 洛 必 塔 法 则 有 
lim | Int ni) To) ] 


(n(?)? — a 


Inf?J, (nf? 1)J, (al) 


(nf? y: _ g 


(4) 


-lim 二 Ünf? J, (i? DJ, Cal) 
NUT 一 2a 


Bo, 
=z [h Oi) F 


利用 递 推 公式 有 
. J.Q = [Li PD E 
FERU. 2.25) 得 证 。 
定理 2 设 函 数 f(z) 在 区 间 (0, 人 内 有 连续 的 一 阶 导 数 和 分 
段 连续 的 二 阶 导数 , 且 FORE Fo 0. fA《z) 可 以 展开 为 如 
下 的 绝对 一 致 收敛 的 级 数 


f(x) = XCJ, Qiz) (4. 2. 29) 
: i=] 


其 中 


C, = : up] sf na tb z)dz r= 1,2,3, 1. 
0 . 


. (4. 2. 30) 
例 4 i 1G-—1,2.3,04E Ë J, GO —0 的 正 根 ,将 函数 
J/f(z) = zx (0c r«1)- 
展开 成 贝 塞 尔 函 数 JG ER. | 
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解 : 设 < = S cd, sx) 
id 

Hi3k 64.2. 300,3 (4. 2. 20D 

1 

2 | zJ Gur)dz 
C, = o ; 
Tl) 

令 r=, HI 


I . 
| ZJ (yd È ez cat 
0 fu do 


= Lr- EJ (Ë) : + [sea chat 
= A.C) d C87, 0008] 
b gu] ¿= PERS 
.代入 式 (1) 得 | 
ct Y TRS nen 
= > xo^ (ur) (Ox 41) 


Ds 利用 递 推 公式 证 明 

O PDSR ES a) 

(2) JQDm——8J,G23-— AK (z) 

HE: (1) 中 式 (4.2. 14)》、 式 (4. 2. 17) 可 得 
rJ,(z) — hJ G) = — zJ, (x) 
TTT) + J (zy = T(x) 


由 式 (4. 2. 18) 有 
o = J, =— J, 


故 — J Ga) = J, (z) 
在 式 (1) 中 令 4 一 1 并 利用 式 (3) 得 
"100 。 


(1) 
(2) 


(3) 


xJiGr) = J (z) — zJ, G) = JG) + Jil) 
故 


4G) = J.G) 一 don 
(2) ARA. 2.17) 得 
J.G) — Jila) = IT x) 
J Ga) — dyl) = 2 (x) 
ARDE JG JG) 27,234 A t CO 
2J,r) — AJ, Gn) = Ja) — J,) 
J.G) Ji GO — J GO& Aat (648 


Jlr) + 3440) + AJ (x) = 0 
例 6 证 明 


将 7 一 一 


(1) Ja, Goda = xJiGe) + (a — Da GG) 
— (n — De [ar (de 
(2) Jas Goda = 2z?2J (z) + (22 — 4x)J, (=) 
0 


f 证 : CO ad G0 Te f GO RE G0 ne» 
二 一 .Jj(X) 有 


Ja, Godz = fe dz, (=) 
= XN lx) — G — D [az v, (odr 
= x"J (z) 十 (一 D fada 


= z"J (z) + (n — Dax ` LJ (z) — (a — TIE J (Cr)dr 
(2) HX COS 


[ated = z3J GO + 2zMSG) 一 4 | ns Coda 
Ü 0 
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(4) 
(5) 


(8) 


= rJ (z) + 2z°J (z) 一 4 [ da, Go) 


= êJ (e) + 2J, (z) — AxJQQ) 
= 2x'JqG) 十 (za — 4z)J (<) 


84.3 贝 塞 尔 函 数 应 用 举例 


例 7 考察 边界 固定 的 均匀 圆 形 膜 的 微小 横 振 动 。 
设 有 半径 为 :的 薄 弹 性 圆 膜 , 取 圆心 为 坐标 原点 , 则 有 混合 问 


题 
RECEDUNT 
ulsoy-p—0 t0 ` — (4.8.2) 


ule. Ed 二 dG.32, x5 + y! < Ë (4. 3.3) 


S. uG yD =U PTO), 代入 泛 定 方程 (4. 3. 1) 及 边 
界 条 件 式 (4. 3. 2) ,分 离 变量 后 得 


T 十 2 的 一 0 (4. 3. 4) 
g2gU FU "T 

b ur t= 0 (4. 3.5) 
U jx- = 0 


采用 极 坐 标 , 这 时 式 (4. 3. 5) 化 为 
[s 1U 1 FU 


十 ZZ +U = 0 <il 
a p p paa `” š (4. 3. 6) 


UQ,0) = 0, Utip,0) —U(p,Ó + 22) 
出 分离 变量 法 S UGQ.0) —RGO0(0) ,代入 式 (4. 3. 6) 得 
O'O) __ g'R"(o) + PRO + W'R(G) y 
@(0) R(Ce) 
从 而 有 两 个 固有 值 问 题 
A'O + 160(0) — 0 
lach = 68 + 2x) 


(4. 3. 7) 
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(4. 3. 8) 


易 知 , 式 (4. 3.7) 的 固有 值 和 固有 函数 为 | 
à =k O,(0) = A,cos£0 + Bising (k= 1,2,3,*) 
(4. 3. 9) 
F a=k RAR. 3.80 ,并 注意 到 式 (4. 3.8) 中 的 方程 为 员 塞 尔 
方程 ,得 通 解 
R,(0) = AJ,Gp) + BY,(np) (k —0,1,2,7) 
这 里 LOM Y; GO 4) 379. & rS — 28 VI 3 IR BRUBURU A8 — 28 DERE 
MARCE Sr (Neumam nO MO. Hi F e~o BF Y, Ou 6E sif] u 
应 有 界 , 故 B=0, SW E n. RQ) 二 0 得 
Jil) =0 (k= 0,1,29) (4. 3. 10) 
设 ui? Lupo so on Ja Gn 550 HIER , B] 
Hp = : (k = 0,1,2.*.,0; m = 1,2,3," (4. 3. 1D 
ii eL, — ani (AX (4. 3.4) 可 解 得 
T (t) = AniS Wma + Prasinwst (4.3. 12) 
记 Uml Pht) = (w,,Coso, t + B, sine, t) coskOJ, nmap ) 
+ (r, cose,,t + E maS Omt SINAGOT g Oan) 
则 um 显然 满足 式 (4. 3. 1) 和 式 (4. 3. 2) ,为 使 初始 条 件 式 (4. 3. 3) 
也 得 到 满足 , 作 二 重 级 数 
u(p,0,t) = S Suus (p,0,t) (4.3. 13) 


kb—0 m=1 


FA. 3. 13) 右 端的 级 数 关 于 ,0, 都 一 致 收敛 且 可 逐 项 微分 两 
KWRA. 3.13) 满 足 方程 式 (4. 3. 1) 及 边界 条 件 式 (4. 3. 2), 其 中 
的 系数 由 式 (4. 3. 3) 利 用 夏 塞 尔 函 数 确定 。 
例 8 薄 贺 盘 的 热传导 问题 
设 有 半径 为 1 的 均匀 圆 盘 ,盘面 绝热 ,在 圆 盘 周边 上 瀑 度 为 
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s ETATE Ta Dk PERRA AO. 1— 2 — y cR > 0 时 图 盘 内 
温度 分 布 规律 。 
解 :问题 归结 为 二 维 热传导 方程 的 混合 问题 


u _ [Su | gu ° 2 

y"? a8 tag] 0 < < Ty «1 t> 0(4.3.14) 
u|- = 0 t> 0 (4. 3. 15) 
ujo = 1 — r — 52, z: + y° < 1 (4. 3. 16) 


因为 是 圆 域 , 采 用 极 坐 标 。 又 因为 区 域 及 定 解 条 件 REDE 
XT coy 都 对 称 , 所 以 温度 x 仅 是 ,的 函数 而 与 0 无关。 于 是 上 
述 问题 化 为 


ud 1 

aoei] 0<po<r — 31D 
ul =0 (4. 3. 18) 
u |. =] — p (4. 3. 19) 


BEA, ABRE CAL XE A UE lu] <H :>o0 时 ,wu>0。 
4 uCp,D — RGOTO ,代入 方程 式 (4.3.17) 得 


a*T R 
由 此 得 
p R" 十 poR' + AR = 0 (4. 3. 20) 
T' -FaAT = 0 (4. 3. 21) 
4 8.3.2089 8 E: 
T) = Ce ^ 
因为 :> 十 2 时 ,u 一 0, 所 以 A20, A= WU] 
T (t) = Ce It 


此 时 方程 (4. 3. 20) 的 通 解 为 
RCGo) 一 AJ,Cap) + BY,Cap) 
H ulen Ema EE, aj A B0, 再 由 式 (4. 3.18) 得 (rz) 二 0, 即 a 
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是 Jolz) 的 零点 ,以 ui 表示 Ja Ca) BJ iE 28 AX ə WI 
a= uy m= 1,23, 
于 是 我 们 得 到 
RoD = J. (uo), T, G) = C e "e^ 
从 而 


u, (p.t) = C,e "0 PUJ Cut) 
利用 迭 加 原理 ,问题 的 解 是 


ulot) = xc, e os 
由 条 件 式 (4. 3. 19) 得 
1 — ë = Me. J GG p) 


— 


(00.2 


"Mos (5 p) 


从 而 
2 o» — 3 (0 
C, = JG li eJ n PdP IE Jo Cz Pde | 


HR. 2. 19) 8 
df (j£? p)J, (Gi o)] = — Gk o) [Js Cr PYA pm e] 


Bn 
ap Ue ug cum pdo 
故 得 
| ou (u^ p)dp = eh UD E " hoi 


结果 也 可 直接 利用 式 (4. 2. 26) 得 出 。 
由 于 


T Ca? 
| oJ (t e)dp = IL 2d P 


w) asl. J, Cr pde ` 


_ Ia 2 
An 
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J.Q (o) o 1 
一 "= ( ce | 
JP) _ 2J (n) 
pe (uy? 
所 以 
4J, (8 (05 
C, = Gy ioi 
故 所 求 定 解 问题 的 解 是 


Sy) (9 9 ye a Gi Y 
u(p,t) — 2; (812 (a TG Lm pe 


其 中 Lm 是 TOER. 
$4.4. BLEIER A 


1. 勒 让 德 多 项 式 、. 递 推 公 却 


在 球 坐 标 系 下 ,应 用 分 离 变 量 法 于 拉 普 拉 斯 方程 时 ,就 会 得 到 
W tfi 
d? dv , / m’ 
Q — z) 42 ie — 
的 变 系 数 二 阶 线 性 党 微分 方程 , 称 之 为 连带 (综合 ) 勒 让 德 方程 ,其 
中 4 为 待定 常数 ,m 为 非 负 整 数 。 当 m= 0 时 , 则 得 


L dy co (4. 4. 2) 


称 之 为 勒 让 德 (Legendre) 方 程 。 
现在 我 们 来 寻求 方程 (4. 4. 2) 在 闭 区 间 [ 一 1,1j 上 的 有 界 非 零 
解 。 令 4=k(k 十 1) 的 形式 (二 0,1,2,3,…), 从 而 有 
(1 一 2) Ex cad + Dy (4. 4. 8) 
式 (4.4.3) 称 为 友 阶 勒 让 德 方程 。 类 似 于 贝 塞 尔 方程 的 求解 ,可 用 
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IET (4. 4. 1) 


WORSE. 因为 方程 (4. 4. 3) 的 系数 P= a GO 
LEED RE-I 内 展开 为 的 等 级 数 , 故 可 设 方程 
(4.4.3) 的 解 为 

y(x) == wz (4. 4. 4) 
把 这 个 级 数 逐 项 微分 并 代入 方程 (4. 4 3) ,得 到 
5 {nla — Da, + [kk + 1) — (n — DO 一 2) Janz)" 2 = 0 
因此 , 备 级 数 解 的 系数 必须 满足 下 列 递 推 公式 


a = Cn — DO — 2) — kk + D 
. nln — 1) "° 


由 这 个 递 推 公式 ,根据 a, 可 确定 az ,asyas,…' 根 据 a, 可 确定 ass 
as,a M as M a, 都 是 任意 的 。 这 正 是 我 们 所 需要 的 ,因为 在 二 
- 阶 微 分 方程 的 通 解 中 应 该 有 两 个 任意 常数 。 

在 递 推 公式 (4. 4.5) 中 ,用 nn 十 2 代 换 nn 得 递 推 公式 的 另 一 个 
形式 


n 2 (4.4.5) 


a =G Dn — kG + D, 
"n (a+ 1oG-cT2) " 


TEX A. 4. 6) 中 依次 令 n-—0,2,4,*- 27 分别 得 


a, = ( 20 t D, 

- 2i 
a = C ji DG E DG E 9, 
A E DA HE E5), 


61 
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Alk- 2): (k 20 - Z)CE * 1) Ck - 3) (k+ 2i- D, 


ûz = (- 1) (2D] 


BE n23-1,3,5,*,(/—1)., 4: 3]f8 
k- DG -- 2) 
7 1 


a; = 


31 

a 一 (一 pr ED STD TO, 

Gul] — (— 1» 

GE DG 3) 26 DO 2) 0 Drm Oe 2i) 
(2i + 1)! 2i 


将 这 些 值 代入 式 (4. 4.4) 得 勒 让 德 方 程 的 通 解 为 


k(E+1) &(R 2)(k- 1)(k+ 3) ， 
yG)-— "E EE TIRE T — H T — “| 
[ Ck- 1)(k+ 2) , 
Td 
3! 
N (ë D- 3)($-2)6-4) ; _... 
5] T | 
= aoLl 十 
3 C D'&CR - 2): (&- 2: - 228 - D - 3r (RE - 2i- 1) «| 
: £ 
一 1 (21)1 
十 alz 十 > 
i=l 
C ID- 1)(- Delko- 208 DOG - 228 - 4e (£ + cad 
(2i - 1)! 
= a P, (z) + a, Qn) . (4. 4. 7) 


不 难 证 明 , 级 数 PeO Q, GOO24 | ic | 1 Hk 9, HEREA 
的 。 

当 上 为 非 负 整 数 时 ,由 递 推 公式 (4. 4. 6) 可 以 看 出 , 当 n= 时 
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有 as 一 0, 按 递 推 公式 得 
diaz dau. 0o om O) 

所 以 , 当 上 有 为 偶数 时 ,级 数 Pi(x) 只 到 x 项 为 止 ,而 Qi GO (4 X: 
穷 级 数 ; 当 为 奇数 时 ,级 数 Q(z) 只 到 2^ IOS F, f Pi(x) 仍 是 
无 穷 级 数 。 

下 面 我 们 给 出 POR gi(z) 为 多 项 式 的 表达 式 。 

无 论 上 为 奇数 或 偶数 ,这 些 多 项 式 可 按 zx 的 隆 军 写 出 其 不 为 
零 的 系数 。 这 些 系 数 由 公式 (4.4. 6) 的 如 下 形式 给 出 


a 2—.Ut2aOGrD., 
. (& — n) (& +n + 1 7 


即 可 以 通过 多 项 式 的 最 高 项 系数 a, KERR EEKE TL 83 AC 


nk—2 (44.8) 


20k — D 
je:77 20b — D^ 

_ 6-2üG-2, . kk—0DG-2(0G-—3. 
Ce-a 77 4k —3) ^? 2.4(£ —D(GR — 3) ot 


为 使 表达 式 比 较 简洁 且 使 所 得 多 项 式 在 r=1 处 取 值 等 于 1, 我 们 
取 d; 为 


1。3 .5…(2 一 1) (24)1 
Ë! 2 1» 


(k = 1 ,2,3,*) 


Gu = 


从 而 相应 地 有 
k(k — 1) (0! 


4177 SOR 1) PY 
_ kik — 1)28028 — DOR — 2)! 
2(2k — D2'k(E — DIRG — DG — 231 
_ (2Ë — 2)! 
一 《一 了 2G — DIG — 2)! 
a n 6-2206-3.(. (2k — 2)! 
ii 4(2k — 3) 2 0 — 1)1(£ — 2)! 
= Ca» I 
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、 
. (& — G — 322 — 2222 HRA! 
4-ZQR—3)6 — OG — D1G — 2 — 3 G — 1 


MEE (2k — 4)! 
—-O sok -2D10-20 
(2k — 61 


— —— —— ——— 
ar s= (— 1) 2. 31( — 3) 1G — 601 


一 般 地 , 当 一 2m 宇 0 时 . 


G, zm 一 (— 1)” 


(2k 一 2m)! 
21. mi(Ë — m31(Ë — 2m)! 
如 果 z 为 正 偶 数 , 将 这 些 系数 代入 PL GO UR k iE SEGA 
入 Q(x)。 将 这 两 个 结果 写成 统一 的 形式 


N 
— m C2k na 2m)! E l- 2m 
P, = 2 D 2 em! — m)! — 2m). 


(4.4.9) 
其 中 
全 ， 当 上 为 个 数 
Maa EP 
IP 
并 称 为 次 勒 让 德 多 项 式 或 第 一 类 勒 让 德 函数 特别 地 , 当 k=0， 
1,2,3,4,5 时 ,有 


P Oz) = 1, P G) = < 


PG) = las — D 


P, (z) = 2 Ga - 3x) 


Pi(z) 一 言 (35zt 一 30z2 十 3) 
P.G) = + (6325 — 1024-152) 


图 43 ”它们 的 图 形 如 图 4-3 所 示 。 
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我 们 已 知 ,对 于 给 定 的 非 负 整数 上 , 勒 让 德 方程 的 基本 解 
Pi(x) 和 Q(z) 中 ,只 有 一 个 解 是 多 项 式 , 另 一 个 解 是 无 穷 级 数 , 方 
程 (4. 4. 3) 的 通 解 是 | 

ylz) = AP,(z) + BQ,(=) 
其 中 ,无 穷 级 数 那个 解 ,例如 Q, CO , 称 为 第 二 类 勒 计 德 函数 . 由 上 
xEi ie n] An Syri f&7r f (4. 4. 3) 仅 在 其 参数 取 为 (RE 十 1), 为 整 
数 ( 包 括 零 ) 的 时 候 ,在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 才 有 有 界 的 解 。 这 个 有 界 
解 就 是 勒 让 德 多 项 式 P(x) (不 计 常 数 因子 )。 
为 了 应 用 方便 ,P(x) 可 写成 微分 形式 


d d 
PG 7 guy 42 


式 (4. 4. 10) 称 为 勒 让 德 多 项 式 的 罗 德 利克 (Rodrigues) 表 达 式 。 
事实 上 ,由 和 牛顿 二 项 式 定理 有 


Ë 
20 qx C 17”R1 uon 
x D = > m! (k 一 m) 


(r—]»* (4. 4. 10) 


m= Ü 


于 是 


dL $t 2k im 
mi(k — m)! da? * 


I 
xt 
on 
Mz gla 
Lal 
— 
! 
= 
- 
3 
z 


* m— 0 
N 
1 (— 1)”k! 
2!R] > m1(£ — m)! 
. (2b — 2m)(2Ë — 2m — 1) (2 — 2m + Dat 


N 
d — 1y" (2k — 2m)!  — k 2m 
= D mi(R — m)! k — 2m)l. 


-—P.) 
其 中 N 的 意义 与 式 (4. 4.9) 中 的 相同 。 
像 员 塞 尔 函 数 一 样 , 勒 让 德 多 项 式 也 满足 一 些 说 排 乞 式 , 重 要 
的 有 | 
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(Ë + DP,.,(z) 一 (中 十 1)zPiCz) 十 AP = 0 RB 


- | (4. 4.11) 
(22 — DP,(z) = kzP,(z) — kP, (rx) BE (4, 4.12) 
RPC) + P, (z) — zP,(z) 一 0 £#2>1 (4. 4. 13) 
Prai la) = zPíG) + k HDP) 20 (4. 4. 14) 

另外 两 个 值得 注意 的 关系 式 是 
Pa z) = Pa) ` (4. 4. 15) 
Pasi £) =— Puu) (4. 4. 16) 


即 当 w=2k ERKAT, P.o dE BEBE 34 n—224-1 是 奇数 时 ， 
P, (o ERR 


2. 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 与 富里 埃 - 勒 让 德 级 数 


定理 1 勒 让 德 多 项 式 序列 {PeCz)) ,4 一 0,1,2,… 在 区 间 
[一 1,1j 上 是 正 交 的 , 即 
0 mk n,k—0,1,2.: 


| P,G)P,G)dz = | 2 
[d m = Ë L —=0,1,2.,- 


2k + 1 
| (4. 4. 17) 
称 \/ 55 k LUE EE EID IN 
iF; P, z) 5 PCz) 分 别 满足 方程 
La — TP zr) + mn + DP, = 0 (D 
tta — zP] + #G + DP, 0 (2) 


用 PORRO). P OREO) , 相 减 后 积分 得 
1 
[im Gn + 1) — kk + DJ P. az) P. GOdx 
=| IPLG) S0 - x Pz) 
= 4 m E dz x= rs wa 


. 112 ° 


一 P, (=) ita — 3) P, Cr) dr 
=[(1 — t) Patr) Pil) — Pile) Pale] = 0 
| POM GM 二 0 m= Ë 
式 (4.4.17) 中 第 一 个 式 子 得 证 。 第 二 个 式 子 不 难 用 数学 归纳 法 证 
有 明 , 此 处 从 略 。 | 
定理 2 设 函 数 六 xz 在 [一 1,1] 上 有 连续 的 一 阶 导 数 和 分 段 
连续 的 二 阶 导数 , 则 了 (x) 可 展 成 如 下 的 绝对 一 致 收 鳃 的 级 数 
f(x) = DCP (zx) (4. 4. 18) 
其 中 
C. = 天 二 | FOP ada Ck = 0,1,2,) 
(4. 4. 195 


式 (4.4.18) 右 端的 级 数 , 称 为 (x) 的 富里 埃 - 勒 让 德 级 数 。 
在 数学 物理 方程 中 ,与 勒 让 德 方程 (4. 4. 3) 有 密切 联系 的 另 一 


个 重要 方程 是 连带 勒 让 德 方程 。 
jy dy m? E 
(4 — 20335 7 2z qx T [AO ED — C00» = 0 
(4. 4. 19) 
其 中 和 是 整数 ,一 上 GE 十 1), 即 式 (4.4.1)。 现 在 我 们 来 求 这 个 方 
程 的 解 。 


我 们 虽然 可 以 用 求 勒 让 德 方程 的 解 的 方法 , 求 缔 合 勒 让 德 方 
程 的 级 数 解 .但 是 直接 运用 级 数 解法 所 得 系数 递 推 公式 比较 复杂 。 
因此 ,常常 作 变换 

y= (1 —z2?u(z) |[z| <1 
把 待 求 函数 y(zx) 变 换 为 u(x)。 在 这 种 变换 下 、 


d m "E 
CY 一 (] — xu — m(1— i lru 


dx 
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dy 217 212-1 1 237-1 
— = (] xr)2w'-2m(l- x':07 !ru! — m(l— x*)? !u 
dz? . 
+ m(m.— 9)(1 — 227 ! x'u 
将 以 上 三 个 式 子 代入 式 (4. 4. 1) 化 为 v(x) 的 微分 方程 
dz dz 
z 


OR au 
(1 rl 2rGn + 1) 37 


+ IERG + 1) — mm + 1) ju = 0 (4. 4. 20) 
这 个 方程 恰好 是 勒 让 德 方 程 逐 项 求 导 m 次 的 结果 。 Tx EE 
让 德 方程 | | 
(1 —an P eE + kG + P =0 
x £ 


K S m K 


++ D TL o 
x= 


m d"*'!P 


UC 1! dz"! 


[a ET aL ]= d"*P 


dz = dae 


mm — 1) drP 
21 dz” 
d” [ = ]= d"^!P m d” P 


da"L^ dz] da" ` T Tr dz" ` 


& uc TL asta. 4. 20) 可 化 为 


(1 — x°) 


dz" 


«2p 一 


d?u 
da 


+ [kk + D — m (m + 1) Ja — 0 


(1 — z’) 


— 2rün + 1) du 


Bp 


d? rd"P d rd"P 
— ov? — | Ld. — | — — 
a x» £i] 2z(n 十 D dc | 


. 114 ° 


+ [EG + 1) — mn + DE = 0 


因此 ,方程 式 (4. 4. 20) 的 解 u(x) 应 当 是 勒 让 方程 的 解 P (>) m 
阶 导数 , 即 
d"P 


所 以 缔 合 勒 让 德 方程 (4. 4. 1) 的 通 解 是 
y(z) = (1 一 z?) ASAP GO + BQ,G)] 


ulr) = 


= AQ — z)? Tre) + pa ani TC Mar) 
记 Prw = 0 q gr raw 
dx dr 
DU 
yG) = AP? GO + BQP (x) (4. 4. 2]) 


并 称 PCz)Qr(Cz) 为 第 一 、 第 二 类 连带 勒 让 德 郧 数 。 显 然 有 
Pi) = Pi(x) Qi (z) = Q, (z) 
当 mm 之 时 ,Pr (zx) 等 于 零 。 前 面 几 个 第 一 类 连带 勒 让 德 函 数 是 
Pi) = (1 一 x2, 
Pi) = 3z(1 — zê)? 
PiG) = 3(1 — x°) 
由 斯 图 姆 一 一 刘 维 尔 理论 知 ,连带 的 勒 让 德 多 项 式 列 
Pr (zr))(k 二 0,1,2,…) 在 区 间 [ 一 1 1j 上 也 构成 正 交 完 备 系 ,其 
正 交 性 与 它们 的 模 可 用 下 式 表 示 
2C& + m)! 


1 
| PrGOPtGOdr = cu Dis Ae (4. 4.22) 
其 中 
1 3⁄2 k = n 
Ó,, 一 
0 M kun 


Je 361135 HB. PT GO fE EXC] [ — 1, 1] E E Ab A BRL WJ , Tü 
. 115* 


DVEMA r— +1 处 是 无 穷 的 。 利 用 式 (4.4. 222 8 UPT GO 1 CE 
二 0,1,2,…) 的 正 交 完备 性 ,就 可 将 一 个 在 [一 1,1j 上 满足 按 固有 
函数 系 展开 条 件 的 函数 f(x) 展 成 如 下 形式 的 级 数 


f(x) = X GPP) 
其 中 


- GE DG IF fap 
— — 26-0 m! QÉGOPE GM 


若 令 x-cos0, W E m ART 5 Jil 
f(cos0) = > C,Pz(cos0) 


C, 


C, 


_ (GR + DG — AF F(eos0) Pr cosf)sinfdó 


2(& + m)! 
019 将 函数 S= je EKAGI 1) 内 展 成 勒 让 德 多 项 
解 由 公式 (4. 4.19) 有 

C, = 1 — zP,,(=)d<= + | zP. Gods 


0 


=H EN fap zx)dz + | =P.G)d=| 
EE £ S ERE E B EU 
P,(— z) = Pila), C, = Qh + D['zP coda 
Rp | 


1 
C = antf rP,GoOdx n = 0,1,2," 
0 


_ a. lau 219 
C= sfa Lgs — Ddz = Š 
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C, = JER g Gb 一 30z + 3)dx 二 一 E 


当 Ë HA HI. PCr) E ES IC. BEDA Chu«4,70,070,1,2, 2, X 


而 得 展开 式 


1 9 | 3 


f(x) = t gl: S P, + °: 


例 10 证 明 PL GO mz EPI G) — P, G2] 
证 : 

, 1 d^^? 
u 1 _ de™! diz? _ D 
i e f! D! dat! dx 

1 
T 2k, £ i 


2 di Tie 1): + 2202 — 1 11 


Gr? — DIA 


LEE — 1X] 


= Petz) T gua TESI D! abr Gt 1 !] 


— 1 d _ 13 — 4 AAF 
= P.G) T k Iy] Die DE + (x° 11] 


ly 
rie Did D 


= (2k + DP,G) + Pail) 


= PG) — 2P) + 


故 有 


Pil) = ILL. Or) 一 P, 172] 


2k = 1 
例 11 求证 勤 让 德 多 项 式 的 递 推 公式 

(k + Px) — (Gk 二 DzP,G) + EP, í((z) = 0 

. (4. 4. 23) 
证 : 先 将 函数 zPi(z) 展 成 勒 让 德 多 项 式 的 级 数 。 设 
.]17 ° 


n=0 


rP,G) = > C,P, (=) 

其 中 | | 

C, = 221 XP, (rx)P, Cr)dr 
-1 


因为 zPi(z) 是 十 1 EGER nkt FF,C, =0 使 用 分 部 
积分 可 得 


1 
C,= 2n + i| P,P lodz 
-1 
| 2n + 1 1 [! LP" 
= 277 azul. EPOD dz (= 1)'dx 
oo qun AP oso qu d 


M nkl 时 , D CP. Go ]e20, 由 此 可 知 
Ci 一 .Cs 一 "e = C, = 0 
由 于 orPiGOdÉ z HARA, BELL 
C, = EMI, rPiix)dx = 0 
2 1 
由 此 可 见 ,zPxkz) 的 展开 式 中 只 剩 下 了 两 项 
zP, (x) = C, P, . (z) + C, P,.. (az) (4. 4. 24) 
现在 计算 系数 Ce 与 C, 1. 
(2k)! 


由 于 Px(z) 的 最 高 次 项 的 系数 为 六 CR， 比较 式 (4.4. 24) 两 


端 最 高 次 项 的 系数 得 
3 (2k + 2)! 


Y — 77 DB + 151 


从 而 得 到 
十 1 
Cini = 2k 4-1 
在 式 (4. 4. 24) 中 , 令 x 二 1; 由 于 Pi(1)==1, 故 有 
1= Ci + Ci, 
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即 


2n ou Rl k 
Gu =l Ca =l- Ll AF] 
将 CC 代入 式 (4.4. 24) 即 得 

EI 
2E F l 


rPQ.(r) = 


$4.5. 勒 让 德 函数 的 应 应 用 举例 


本 闻 将 通过 具体 例子 ,说 明 勒 让 德 多 项 式 在 用 分 离 变量 法 求 
解 定 解 问题 中 的 应 用 。 

例 12 试 求 以 1 为 半径 的 球体 的 定常 温度 分 布 。 假定 在 球面 
上 的 温度 分 布 保持 为 | 


s Pena) + sy Z TP I-I (z) 


Li 


u |p- = cos: 
解 ; 问 题 归结 为 
A 一 0 O«p«l 
L " = cos°0 
由 于 方程 的 自由 项 及 定 解 条 件 中 的 已 知 函数 ,都 与 变量 9 无 关 , 采 
用 球 坐 标 , 定 解 问题 化 为 
| F gi" | * push 
u|,-, 一 cos29 (4. 5. 2) 
4 uCp,0) - RCOSQD ,代入 泛 定 方程 得 
[PR"Cp) 十 2pR' (p) ]8(0) + [8"(6) + ctg0@' (MJR) = 0 
即 


sing | = 0 0 < p < 1.5. D 


ER") + 2pR'C(p) _ _ 0"(0) + ctg00'(0) _ 4 
Ro) @ (0) 
由 于 对 任何 实数 1, 二 次 方程 如 十 & 一 人 = 一 0 至 少 被 有 的 一 个 值 (可 
能 是 复 值 ) 所 满足 , 故 总 可 取 4=k(k 十 1) ,从 而 得 到 
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ËR") + 2oR'(0) 一 上 CE 十 1)RO = 0 4.5.3) 

@” (0) + ctgüB' (8) kk A+ 06(0 — 0 — (4.5. 4) 
令 z=cosg( 一 1] 去 xz 二 1) ,并 将 8(0) 改 记 成 yéz), 则 式 (4. 5. 4) 化 
为 


d? d e ., - 
a= 2 ga T ege RU + Dy = 0 (5.5) 
这 是 勒 让 德 方程 ,其 通 解 为 


= yŒ) = AP.) + BQ, (z) 
即 方程 (4. 5. 4) 的 通 解 是 s 
| @(0) = AP, (cos?) + BQ, (cos0) 
由 问题 的 物理 意义 知 ， EE uu Cp, ONERE, 从 而 8(9) 亦 应 有 
办 ,由 8$4,4 节 的 结论 可 知 ,只 有 当 上 大 为 整数 时 ， 方程 (4， 5. 4 在 区 
间 [0,zx] 内 才 有 有 界 解 (D — Pi(cosg) ,其 中 Pi Cosh) (6 —0,1, 
2,…) 就 是 式 (4. 5. DE ELLE IE 6 (0 | <H, 1660 |< 
+co 下 的 固有 函数 系 ,或 者 说 PG (8 二 0,1,2,…) 就 是 方程 
(4. 5. 5) 在 自然 边界 条 件 |y( 土 1) | 过 十 co 下 的 固有 应 数 系 。 因 为 
k(z)=1—z* 在 zx 一 土 处 为 零 , 所 以 在 这 两 点 应 加 自然 边界 条 件 。 
TRO. 5. 3) 是 欧 拉 (Euler) 方 程 ， 其 通 解 是 
RP = Agr Bp c 
BT uto DAF, 故 Ri(p) 也 应 有 界 , 所 以 B,=0, mc 


Ri(p) = Ap, 
由 适 加 原理 ， 原 问题 的 解 可 设 为 
u(p,8) = S Asp PiCeosd) (4. 5. 6) 
由 边界 条 件 式 (4. 5. DE B 
cos’0 = S AP, (cosf) (4. 5. 7) 


k—0 


在 式 (4. 5.7) 中 令 cos6— x . lll 48 
= = M APG). 
ài— 


因为 
at = LPi) eB 


比较 这 两 式 的 右 端 有 

| 4 一 于 ,4 一 和 ,4 一 0 k= 2 
因此 ,所 求 定 解 问题 的 解 是 

u(p,0) = + 十 全 Pascos9)p 
=4 + [c08 一 本 | 
$ 式 (4. 5.7) 中 的 系数 也 可 用 公式 
A, = | fao (dz (k = 0,1,25) 

来 计算 。 


习 题 四 


1. 确定 下 列 正则 斯 图 姆 - 刘 维尔 问题 的 四 有 值 和 国有 函数 (> 0) 


l u" + Au = 0 u" + Àu = 0 
(1) | - (2) . 
u(0)- 0, u(r)=0 w (0) = 0, z! (z) = 0 
M Àu 一 0 
C00 + uw! (0) = 0, «(12 = 0 


2. 求 下 列 周期 斯 图 姆 - 刘 维 尔 回 题 的 固有 值 和 固有 函数 

I u" + Àu = 0 

v | | 

uC— D =u(1) v(—1D = u (1) 
W + À = 0 
4(0) = ulm) wu (0) = w Ca 
3. sk F9 9r Bs] 38 20] 88 Z Fa] SCIAT A (Ë 15 18 28 ERU 
u^ + + (1 + À)u = 0 
o» | 
ul) = 0 uD) = O 
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- [e 2u' + Q + Du = 0 
lu(0)= 0 wv(1)—0 
a Ka 3u + 3(1 + 06-0 
(0 = 0 “(=o 
4. 3K F 2 | 1E a] 3r De] 983.50] 2E ZF [BJ EB Bl H3 33. [EUR El 8 en 32 
| zu" + 3zu' + Àu = 0 l«r«e 
D rcs. u(e)-—0 
(2) [e + z)*u'] 十 hu =0 —'!1<=x<1 
uC— 1)= 0 u(D-—0 
(1 + xu" 420 + z)! + 32 = 0 0 < <xz<1 
#(0)= 0 u(1)= 0 . I 
5. (1) 将 函数 f(x)=sinx 0 和 rsx 按 下 列 斯 图 姆 - 刘 维尔 问题 
u" + Àu = 0 
io» = 0, «Q0 + w (z) = 0 


(3) | 


的 加 有 函数 系 展开 。 
(2) 求 函数 f(x) 一 x Kr 
按 下 列 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 


u” + À — 0 ñ 
o) = 0, u (z) = 0 
的 固有 函数 系 展开 的 级 数 展开 式 。 | 
6. 1E a 71,2,3, 036 J. GO —0 的 正 根 ,将 函数 f(z)=x? ARNE 


REAR Jo GO HR, 
7. W G= 1,23, 0E r Ë JoC2z) 一 0 的 正 根 ,将 函数 
1 0 < >= < 1 


fix) = lo r-l 


0 1<x<?2 
ERI ERAR Jo unh BRR | 


8. BE BH 
Jio) = AZ [es 2 一 z) + sin| z 一 =] ] 
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Jš (2) = Al 


Tr 
9. VE HH yz J, (ar) h fà . 
zy" + ry + (X — Ky = 0 


1 一 S] sinG — 0) 十 3 cos(r 一 "| 
I = 


的 解 。 
10. E ui G—1,2,3, 0 nz) 的 正 零点 ,证 明 
k f 0 t> J 
和 
É 0 R 0 R* = E Jio i=j 
0 —1<z=<0 
naro] 
ESOS vc 
证 明 
fG) = 1 p Gr) + EP a) + ERG) 一 总 Pi(z)y re 
4° 2! 16 * i2'' 
12. uE 8H 
P,(D-—1,P,(—101—(C-1» 
(— 1)*(C2k)1 
Pa (05 20, PaO = m RIY 
13. 证 明 


Pla) = (2k — DP,- Cr 十 (路 一 5)P ,(z) + (QR — 9)P, sr) 十 
14. 求解 球 域内 的 下 列 定 解 问 题 f 


du Fu Fu _ 2 2 . 
MALA + y 十 & < 1 


u(p,8,9) | ,-i = 3cos28 + 1 
15. 设 有 一 单位 球 ,其 边界 球面 


上 温度 分 布 为 (如 图 4-4) . «a» 
"m A oxla N 
im ñ a < 0 < x V 


16. 求 解 下 列 定 解 问题 
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EROF EEE] 
a* dp e æ 


“< 
u |in = 1 T E, Æ Jao = 0 
u|,-. < co, u |,-z = 0 
17. 设 有 半径 为 ROS LIEBE RI TRANTE E ERRER L 
席 温 度 分 布 为 Ap) 一 六 ,其 中 eS BILLETE USES SK E: 1k PURGE LE 
分 布 。 
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在 前 儿 章 讨 论 了 初 值 问题 和 混合 问题 ,本 章 将 研讨 边 值 问题 。 
所 谓 边 值 问题 ,从 数学 上 讲 就 是 要 找 出 一 个 满足 已 知 偏 微分 方 改 
. 和 特定 边界 条 件 的 函数 ;从 物理 角度 说 ,该 问题 与 时 间 无 关 ; 它 仅 
含有 空间 坐标 。 我 们 已 经 知道 ; 初 值 问题 常 与 双 曲 型 方程 相 联 系 ， 
而 边 值 问题 却 常 与 椭圆 型 偏 微分 方程 相 联系 .和 解 初 值 问题 比较 ， 
解 边 值 问题 比较 困难 ,这 是 由 于 物理 上 要 求 边 值 问题 的 解 ,必须 在 
全 部 定义 域 上 获得 .而 初 值 问题 是 在 局 部 范围 内 的 解 , 例 如 在 很 短 
时 间 内 的 解 , 也 是 有 物理 意义 的 。 . 

在 本 章 中 ,我 们 不 讨论 一 般 的 椭圆 型 偏 微 分 方程 ,侧重 讨论 二 
维 的 情形 。 ME 


$5.1. 边 值 问题 的 提 法 


一 些 著名 的 椭圆 型 方程 是 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 ( 又 称 调 和 方程 ) 
Au == 0 (5.1.1) 
泊 松 (Poisson) 方 程 | E | 4 
Au = fix) .- | (5. 1. 2) 
Z5 (Helmholtz) 7538 | 
Au + àu = 0 OEEA 0) (5.1. 3) 
m S BR GE TS (Schrödinger) Z5 f MEME 
Au + [À — q (2) ]u = 0 (5. 1. 4) 


首先 ,我 们 定义 调和 函数 ;如果 一 个 函数 与 它 的 一 阶 和 二 阶 导 
数 都 在 区 域 D 内 连续 ,而 且 它 在 D 内 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,那么 ,这 
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个 函数 就 称 为 是 区 域 D 内 的 调和 函数 。 

由 于 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 齐 次 方程 ， 所 以 调和 函数 的 线性 组 
合 也 是 调和 函数 。 un 

我 们 将 边 值 问题 分 成 四 类 ， 在 本 章 中 主要 讨论 第 一 ` 第 二 边 值 
问题 。 


1， 第 一 边 BÑ LR 


狄 利克 莱 (Dirichlet) 问 题 ， 求 一 个 函数 u (z ys22 EXE UO OQ 
内 调和 ,在 = OQ4+T EjESEH3SE | | 
u€r,y.z)lp-— f(z,y,z): (5.1. 5) 
其 中 FFCzyyz) 是 在 吕 的 边界 卫 上 给 定 的 连续 函数 , 卫 分 片 光 滑 。 
为 了 能 具体 形象 地 理解 这 个 问题 ,我 们 将 狄 利 克 莱 问 题 的 解 
u 在 物理 上 解释 为 :在 一 内 部 不 含 热 源 和 热 汇 , 在 所 有 边界 点 具有 
给 定 的 温度 的 物体 ,处 于 稳定 状态 时 物体 内 部 温度 的 分 布 。 


2. 第 二 边 值 问题 


5E 8 (Neumann) 问 题 ; 求 在 人 内 调和 ,在 人 = 人 人 十 TT 上 连续 的 
函数 w(x,y;z)。 且 满足 


ou ` . 
ir f(x,y,z) (5.1.6) 


ROERE u 在 边界 上 的 外 法 向 导数 , 厂 分 片 光 请 。 

这 时 解 可 解释 为 : 当 通 过 物体 边界 的 热流 量 给 定时 ,在 不 含 
热源 和 热 汇 的 物体 内 处 在 稳定 状态 下 的 温度 分 布 。 

3. 第 三 边 值 问题 mE 

混杂 问题 ; 求 在 区 域 9 内 调和 ,在 闭 区 域 D— OE 上 连续 的 
EM uCr,y,).HXE TD CWE 

N 5 | 
Dy + huje = 0 (5.1.7) 
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Hr A>0, 

在 这 个 问题 中 , 解 上 可 以 解释 为 :在 一 个 不 含 热源 和 热 汇 的 物 
体内 稳定 状态 的 温度 分 布 ,在 物体 边界 厂 上 ,热量 可 自由 地 散发 
到 温度 为 零度 的 周围 介质 中 去 。 


4. 第 四 边 值 问题 


洛 平 (Robin) 问 题 ; 求 在 区 域 0 内 调和 ,在 = 人 十 上 连续 
的 函数 x(Z,yz)，, 它 在 边界 下 的 不 同 部 分 上 满足 不 同类 型 的 边界 
条 件 , 例 如 含 如 下 的 边界 条 件 


- à 
ulr = fis àn r = f, (5. 1. 8) 


Ke D-DD. 

这 时 解 可 解释 为 物体 内 部 的 稳定 温度 场 ,在 物体 的 边界 T 
上 保持 给 定 的 温度 广 , 而 在 ,上 保持 给 定 的 热流 量 fo 

边 值 问题 1 至 4 称 为 内 边 值 问题 。 在 实际 应 用 中 ,我 们 还 经 党 
会 过 到 另 一 种 边 秆 问题 的 提 法 。 例 如 在 流体 力学 的 绕 流 问 题 中 ， 
常 需 确定 某 有 界 区 域 9 外 的 流速 场 。 如 果 流 速 场 是 有 势 的 且 流 体 
不 可 压缩, 则 速度 势 "在 0 外 部 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,在 绕 流 物体 
KART 上 应 有 诗 一 0, 其 中 站 是 物体 界面 D 的 外 法 向 量 ,因此 ， 
确定 Q 外 部 流速 场 的 问题 ,就 归结 为 求 一 个 在 曲面 D 外 部 是 调和 
函数 ,使 它 在 界面 D 上 满足 所 给 条 件 ( 图 5-1). 

由 于 区 域 @ 有 界 , 故 它 的 
外 部 区 域 0' 是 一 个 无 界 区 域 。 Z 
因此 ,外 问题 是 在 无 界 区 域 上 00 
给 出 的 定 解 问题 。 这 种 内 边 什 
问题 与 外 边 值 问题 在 下 列 两 个 
方面 是 不 同 的 。 ， 图 5 

(0D 无 穷 远 可 看 作 是 外 问题 的 边界 的 一 部 分 ,但 无 穷 远 边界 
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不 同 十 普通 边界 。 

(2) 在 无 穷 远 处 ,外 问题 必须 满足 一 个 附加 条 件 ， SRM 
题 的 解 并 不 唯一 ,例如 ,考察 以 原点 为 球 心 的 单位 球面 r 作为 边 
界 曲 面 的 犹 利克 莱 外 间 题 ,给 出 边界 条 件 … I 


ulr=1 


ARES VE us (x, y,z)—1 cam =a meta 
解 问题 的 解 ， 它们 都 在 单位 球 外 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 且 在 单位 球面 
上 满足 上 述 边界 条 件 。 那 么 ， 在 无 穷 远 处 应 该 附加 以 怎样 的 限制 
呢 ? 在 电学 中 ,常常 假定 在 无 穷 远 处 的 电位 为 零 。 所 以 ,在 外 问题 
中 ; 常 要 求解 在 无 穷 远 处 的 极限 为 零 , 即 
limu(z,y,z) = =0 (p= xE +y +=) (5.1.9) 
对 于 一 维 拉 普 拉 斯 方程 ， 外 问题 附加 在 无 穷 远 点 的 条 件 应 改 为 
M p> °° Bl, lur | AF ^ (5.1.10) 


EX 狄 利克 莱 外 问题 - 


在 三 维 空间 中 的 某 一 ERER WART IAE — 
数 f, 求 一 函数 u(x,y,z), 它 在 Q BS PER 0' 内 调和 ,在 02 十 "上 
连续 , 且 在 边界 D EE 
I eur f ` 
«Gy neo Go y ONDE fst (5, 1.9); 


6. 牛 曼 外 问题 


在 三 维 空间 的 某 一 闭 光滑 曲面 愉 上 给 定 连 续 函 数 Fo UR 
数 w(z,y,z), 它 在 闭 曲 面 卫 的 外 部 区 域 0' 内 调和 ,在 QD Ek 
HE D Eie | 
àu 
` o r i ú 
其 中 必 是 曲面 D WJ PS IRL [BL BE 4 Css mm eo BE u (z, yz iE E 
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条 件 式 (5. 1.9)。 

对 于 二 维 拉 普 拉 斯 方程 外 问题 . 只 需 将 条 件 式 (5 1. 9 改换 成 
式 (5.1.10), 可 类 似 地 提出 。 

本 书 重点 讨论 内 问题 。 但 所 用 的 方法 也 可 用 来 讨论 外 问题 对 
注 松 方程 (5. 1. 2) 的 边 值 问题 的 提 法 ,与 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 
提 法 雷同 ,由 于 泊 松 方程 是 与 拉 普 拉 斯 方程 对 应 的 非 齐 次 方程 ,所 
以 ,只 要 找 出 汝 松 方程 的 一 个 特 解 ,由 选 加 原理 ,就 能 化 为 拉 普 拉 
斯 方程 的 边 值 问题 。 所 以 我 们 今后 主要 考 虚 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 
问题 。 


$5.2 边 值 问题 的 解法 . 


1. 圆 域 的 狄 利克 莱 问 题 、 泊 松 积分 公式 


在 极 坐标 系 下 ,这 个 定 解 问题 为 


Fu lu , 1 Fu | 
LIUM Q9 0xpxa GLD 


ul, = f(0) Ox Óx m (5.2.2) ` 
EP a 为 圆 的 半径 。 
作为 一 个 边 值 问题 ,在 圆 域 的 其 它 三 条 边 上 应 当 提 适当 的 条 
ft. 由 于 在 96=0 A =r 上 函数 ulp,9) 应 保单 值 ,所 以 utp, 9x 
于 8 应 满足 以 2x 为 周期 的 条 件 


u(p,0) 一 xzO2r) (0 < o < a) (5.2.3) 
JduCo,0) — Ulp, 2n) 


又 因 wlp,9) 在 圆 内 要 求 二 次 可 微 ,因此 u DE o= 0 必需 是 有 
限 的 , 即 
|u(0,0)| «-- oo OKI r) (5. 2. 5) 
于 是 圆 域内 的 Dirichlet 问题 完整 提 法 为 式 (5, 2. D 305. 2 5), 
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用 分 离 变 量 法 求 形 如 
ulpe, = R(0)8(0) 
HERR, 代入 泛 定 方程 (5. 2. 1) 和 边界 条 件 式 (5. 2. 3), AG. 2. 
4)、 式 (5. 2. 5) (8 


' [ 8" (0) + A8(0) = 0 (5. 2. 6) 
| &(0) = Ox), @' (0) = @' (2x) (5. 2. 7) 
| PR" 4- pR! — AR 0 (5.2.8) 
IR(0) | < co | (5. 2. 9) 
解 固有 值 问题 式 (5. 2. 6)、 式 (5. 2.7) 得 固有 值 。 、 
` A= E. (k= 0,1,2) (5. 2. 10) 
对 应 的 固有 函数 是 
@, (05 = C,cos#0 十 站 sin&B (5. 2. 11) 


将 大 一 下 代入 式 (5. 2. 8048 
PR" + PR’ — Ë: R = 
解 得 
R) = A, + Binp (p. 2. 12) 
R,Co) = Ap! + Bp * (5. 2. 13) 
由 条 件 式 (5. 2. 908831505. 2.122805. 2.13) 中 的 B, 和 B, 应 取 为 ， 
零 。 于 是 我 们 得 满足 汉 定 方程 的 
Wop30) = R,()6,0) = Fa 
ui(p,0) = R,Co)8,(0) 
= pr(acosk0 + b,sin£) (k= 1,2,3, 
利用 过 加 原理 得 满足 沁 定 方程 的 形式 解 


u(p,0) = Ia, + Mip(acoskó + b,sink0) (5. 2. 14) 
k=] 
由 边 值 条 件 式 (5. 2. 2) 得 
JO = la, + > lat (a,cosk0 + 5,sink0) 
k-1 
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由 于 FUOD Zx 为 周期 的 函数 , 故 有 
a, — Ji cb)cosabdg (k 一 0,1,2,1). (5. 2.15) 
Ka Jo 


2* 
b, = | f(O)sinkédd (k—1,2,3,) (5.2.16) 


将 它们 代入 式 (5. 2. 14) 就 得 到 式 (5. 2. Dx: G. 2.5) 的 形式 解 ，。 
现在 我 们 来 导出 泊 松 积分 公式 。 
将 富里 埃 系 数 代 入 式 (5. 2. 14) 得 


位 
u(p,0) = AOL 


] ví p 
++ 


` 


k por I ` : 
| J (z)[cosk&rcosk0 + sin&rsin&Ó ]dr 


k 
cosk(8 — r)]f(r)dr ` 


当 0 委 po<a 时 ,由 欧 拉 公式 有 


] 十 3E: cosk(0 — r) 
TE 


— 3 p ao o P ito d 
i xit emit). 
P. Q.D P aiten 
= 1 + a > + a 
1 — "ld ) 1 — E i. r) 
al — 2 


. ài 一 2apcos (6 — vr) + p 
所 以 | 
«on -z[ S—qee 5x2 (dr 

(5.2. 17) 

上 式 右 端 的 积分 称 为 圆 的 泊 松 (Poisson) 积 分 , 式 (5. 2. 17) 称 为 泊 
松 公式 。 | 
34 p= 二 0 时, 泊 松 积分 公式 化 为 f 
BEER 


u(0,8) = xb fcx | (5.2.18) 


个 结果 吉 以 表述 为 如 下 定理 。 

调和 函数 的 平均 值 定理 ;如 果 u 是 圆 内 的 调和 函数 , 则 u ZE I 
心 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 值 的 平均 值 。 

对 于 圆 的 狄 利克 莱 外 问题 ,类 似 如 上 所 述 不 难 解 决 ,对 于 外 问 
题 , 当 poo 时 ,nu 必须 是 有 界 的 。 形 式 解 为 ” 


«(Q.D = $ Dp t(acosh0 + link). (5. 2.19) 
由 边界 条 件 a (a 0 — M | 
fe = A y Sja i Cacoskð 十 Basinkg) 
所 以 | B 
a ap, peer VESERIURSS 


b, = =F f (Osinkrdr (k = 1,2,83,-) 


把 anbi RAEG. 2. 19048 
u(p,0) = x + 23 HE 一 opo 


— 


由 此 可 见 , 只 需 将 圆 的 狄 利克 莱 内 问题 形式 解 中 的 二 BUR. 
到 了 贺 的 狄 利 友 莱 外 问题 的 形式 解 , 所 以 . 


2n p E a* d 
u (0.0) = i| 2 xo qd 


(5. 2. 20) 


2. 圆 环 域 的 狄 利克 莱 问 题 
圆 的 狄 利克 莱 问 题 的 自然 推广 是 网 环 的 狐 利 克 莱 问 题 , BJ 
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[Y=0 D, < p < p, (5. 2.21) 
ulo 0) = f(0) (5. 2. 22) 
| u(gp,,0) = g(8) 0x0 x 2x (5. 2. 23) 
此 外 ,由 于 w(e,;9) 必 须 满足 周期 条 件 ,相应 地 ,fA(9) 与 g (9) 也 必 
须 是 以 2= 为 周期 的 沙 数 。 | 
KMPER MAA R, Fl o 33 Et S SUE INE CA r 
程 的 固有 值 问 题 。 
当 A= 0 时 ,有 
u(p,0) = CA + Blnp) (C8 + D) 
由 于 wpe,9) 满 足 周期 性 条 件 , 必 须 C=0。 故 有 


b, 


up.) = A np 


EP a,—2AD,b,—2BD., 
当 ADOBDGBUSfA—RE (G—1,2.3.- T E r 
u,(0,0) = (Ci + Dip ') CA,coskÜ + B,sin&) 
HEEMWEE, HERG. 2. 21) 的 形式 解 是 


u(p,0) = i. + bolnp) 


+ D [Coal + bp coskg + (C, + dip *)sink6] 


(5. 2. 24) 
由 边 值 条 件 式 (5. 2.222,38 (5. 2. 23) 求 得 系数 为 


2x 
ao + bne, = | f lr)dr 


27 
Jat + bpi — il Jr)cos&rdr (5. 2. 25) 


T f 25 
Cii — do = ij f(r)sinkrdc 
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a, + bolnp, = HESS 
0 . 


T 


. 2x i 
a, + 各 0 = | g (Teoskrdr (5. 2. 26) 


C55 + d,o; ° = I z (Osinkedr E 


于 是 可 以 确定 出 常数 ao» Dos 44 Disc 和 ,将 他 们 代入 X 2. 
24) 就 得 到 圆 环 的 狄 利克 莱 问 题 的 解 。 _ 
3. BR ^F S In] 88: 


考察 牛 曼 内 问题 | | 
| Au = 0 PR (5.2. 27) 


| ELI e= R (5. 2. 28) 
在 第 六 章 中 将 证 明 , 牛 曼 内 问题 有 解 的 必要 条 件 是 
R| Fag = 0 
与 圆 域 的 狄 利克 莱 内 问题 一 样 ,可 得 拉 普 拉 斯 方程 式 (5. 2. 27) 的 
形式 解 
ps) 二 学 十 Dp arcostl -- b,sink8) (5.2.29) 
将 上 式 两 边 对 o UHR AG 2. 288 


—- 一 g^ 1 (a,eosh0 十 b,sink8) = f(0) 
p-R = 


由 此 知 系数 为 


a, = 


zx 
1 flr)coskrdr (k = 1,2,3.,:2 (5.2. 31) 
2n 
b = ieu] foesinkrdr (k= 1,2,3,.) (5. 2. 32) 


应 该 指出 ,;f (90) 得 以 展开 成 级 数 式 (5. 2. 30), 是 由 于 有 相 容 性 条 
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(5.2.30) ` 


件 
| reodr=o 
把 式 (5. 2. 31) 、 式 (5.2. 32) 代 入 式 (5. 2. 29) 得 . 
28, RPT SAL lf 
u(p,0) = 2 + | P 354 cosk (0 e) |/ cod: 
利用 恒等式 
一 jun +r? — 2rcos(0 — r) ] = > 到 ricos(9 — r) 


à-: 


0 


[2 


取 y= 5, W48 485 


u(p,0) = 2 — = | mt 


— 2Recos(9 — z) + #]f (rdt o<R (5.2.33) 
用 类 似 的 方法 ,容易 求 得 牛 曼 外 问题 


rm p>R (5. 2. 34) 
ak u _ 
i 33^ pg(0) p-—R (5. 2. 35) 
的 解 为 

R 


2x 
up. D) = Z2 + | [n[ R: — 2Rpeos (0 — c) 十 ptrjdz 
0 


2X 
. (5.2. 36) 


4. 矩形 域 的 狄 利克 莱 问 是 


先 考察 仅 有 一 条 边 具 有 非 齐 次 边界 条 件 的 情形 , 即 
| Au = u, u, = 0, 0<7z<a 0< y=< Bb (5.2. 37) 


u(z,0) = f(z) : (5.2. 38) 
1 u(xz,b) = 0 . (5. 2. 39) 

u(0,y) = 0 (5.2. 40) . 

u(a,y) — 0 l (5.2.41) 
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用 分 离 变量 法 ,寻求 形 如 | 
u(z,y) = XGOY (y) (5. 2. 42) 


的 解 。 将 式 (5. 2. 42) 代 入 式 (5. 2. 37) 得 , 
X'—AàX-0 ` ' ^ (5.2.48) 


| Y" 十 AY = 0 (5. 2. 44) 
其 中 4 为 常数 。 | 
因为 在 x 二 0 和 x=a 处 的 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ， 为 得 固有 什 
问题 的 非 零 解 ,应 选取 A= — B^. 870, 
不 难 来 得 固有 值 问题 
X"(x) + BX (z) = 0 
X(0) = X(a) = 0 
的 固有 值 是 
p= (k = 101,2,3,7) 
相应 的 固有 函数 是 sin Ar (4 二 1,2,3,…) 因此 


X, = B,sin =": 


方程 式 (5. 2. 44) 的 解 是 YGOo-Cchgy4d-DshBy, 将 它 改 写成 
YCy) = EshA(y + F) 
Kd E= (I0 F—arth 着 ,利用 余下 的 齐 次 边界 条 件 
u(z,b) = X(zDY b) = 0 
得 Y (0) = Eshp@ + F) = 0 
故 对 于 非 等 解 u(x,y) 必 有 F--—bEZXO, 于 是 
Y,(y) = Esht — b) 


让 于 泛 定 方程 式 (5. 2, 37) 及 边界 条 件 式 (5. 2. 3A. 2. 400 XX 
(5. 2. 41) 均 为 线性 齐 次 的 ,应 用 和 达 加 原理 得 解 为 


uCr,y) = Slasin Ê “Arsh y — b) 


£i 1 
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其 中 心 = 瓦 应 ,再 利用 非 齐 次 边界 条 件 得 


u(r,0)- fir) = ah] =E sin y 
ERA m de ar EIRE AR, Pr bJ 
"E £a] Sosia zdr 
P 
于 是 形式 解 为 
: e sh x — b) bx. 
u(z,y) = > — sin e (5.2.45) 


sh ETÉ 
a 


其 次 ,考虑 矩形 的 一 般 狄 利克 莱 问 题 
Ar 一 0 <ra 0< y <Ó (5. 2. 46) 
ulz, = filz) u(m,b) = f(x) (5.2.47) 
mM u(0,y) = fy) ulay) = fF C) (5. 2. 48) 
可 将 它 分 成 四 个 问题 求解 ,其 中 每 一 个 定 解 问题 仅 有 一 个 非 齐 次 
边界 条 件 ,其 余 的 三 个 边界 条 件 为 零 按 上 述 确 定 每 个 定 解 问题 的 
解 ,将 四 个 解 相 加 , 即 得 矩形 的 一 般 狄 利克 莱 问 题 的 解 。 


5. 泊 松 方程 的 狄 利 克 莱 问 题 


如 果 知 道 了 泊 松 方程 的 一 个 特 解 和 相应 的 拉 普 拉 斯 方程 狄 利 
克 莱 的 解 , 则 泊 松 方程 的 犹 利克 莱 问 题 的 解 就 得 到 了 解决 。 

考察 边 值 问题 

Au = u, F uy, = Jay # 0 [H 
as sas ' 
假设 解 可 写成 
i | u-ud-we 
.其 中 是 泊 松 方程 的 一 个 特 解 ,w 是 相应 齐 次 方程 的 解 , 即 
[Av f EAA 

vjr =0 
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只 要 求 出 了 vM w 可 由 下 述 狄 利克 莱 何 题 —— 
Aw —0 在 只 内 
w|r =— v + g(x,y) 
当 f(x,y) 是 nn 次 多 项 式 时 , 求 特 解 的 常用 方法 是 :用 待定 系 
数 法 寻求 一 个 4 十 2 次 多 项 式 的 解 。 
例 1 解 机 轴 招 转 问 题 . | 
Au 一 一 2 <ra 0<y<b 
ben = u(a.y) = 0 
u(r,0) = u(z,b) = 0 
解 : uvdwJBtBESGERRIR. Vu X K nik 
v(r,y)-— A + Bx + Cy + Dz: + Ery + Fy 
代入 泊 松 方程 得 
2D + 2F =— 2 
“最 简 的 方法 是 选取 D= — F0 K kB RICI FSI) GR v 
在 x=0 和 zx=a 两 边 上 值 为 零 ,我 们 可 取 
u(r,y) = z(a — r) 


然后 ,由 定 解 问题 


Am 一 0 - 
[ose | 一 0， Ulla. —vl.,.,-—0 


ol = — vl, -0 一 一 z(a 一 z), w|,- ,= —v|,- ,= —z(a—z) 
Roo E LEGEAEATISGENIS - 样 , 求 得 解 是 
to (r, y) = > ach É Ey M b,sh Ey sin r: 

利用 非 齐 次 边界 条 件 得 

:ur,0) = — (ax — r?) 一 Yasin my 

k=1 
w(r,b) =— (ar — x°) 
= > a,ch a -+ b,sh «sin ^ in, 
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由 此 得 
0 k AER 


a, = 2[ (xr! — ax)sin Ex dz = Ba? 
k — < = — 
“2 í wu 当 * 为 奇数 


ach e + b,sh Em, = es 一 ax)sin ET dr 
a a a Jo a 


所 以 有 
1 一 ch En 
a 


b, = ——a 
sh En 
a 


因此 , 泊 松 方程 的 狄 利克 莱 问 题 的 解 是 


u(r,y)-— xla — x) 


shk- Dr LX, sh E Dry sin Cb Drs 


"E > „p 2- Dnb l (2k - 1»? 
a 

6. 和 矩形 域 的 牛 曼 问 题 、 格 仁 贝 尔 方 法 

现在 我 们 来 讨论 牛 曼 问题 
Au4=0 0<z<a 0<y<b (5.2.49) ` 
u,(0,y) = fi(y) (5. 2. 50) 

- u,(a,y) = f,(y) (5.2.51) 

u,(r,0) = gir) (5. 2.52) 
uy (xr,b) = g; (z) (5.2.53) 


这 时 ,必须 满足 的 相 容 性 条 件 是 
Jue) — g; z) jdr + | ^o — fii» ]dy = 0 


(5. 2. 54) 
假设 解 的 形式 为 
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k. 


ulr, yy = uy Cr,y) + u, (Z, y) 


其 中 w(x,y) 是 定 解 问题 
A= 0 0<7z<a 0< y <b 
wl o] -yo 
Jr |9 ax | a-a — (5. 2. 55) 
aw, au, | 
CIEL NE 
的 解 。g1(z) 与 g(x) 满 足 相 容 性 条 件 
| LG) — gir) dx = 0 (5. 2. 56) 


PRX u(x,y) 是 定 解 问题 
| Au,= 0 0<r<a 0<y<b_ 


N BEEN | 0l. 
3. Ao] = ñQ (5.2.57) 
% o, 2l = 
3y|= ay les 
的 解 。 其 中 / 和 f; 满足 相 容 性 条 件 
| Lh) ~ f,G))dy = 0 (5. 2. 58) 


因此 , 解 由 zy) 和 me(zyy) 都 是 可 以 确定 的 , 且 条 件 式 (5. 2. 56) 
和 式 (5. 2. 58) 确 保 了 条 件 式 (5. 2. 54) 得 到 满足 ,于 是 问题 得 到 解 
决 。 

然而 ,由 条 件 式 (5. 2. 54) 一 般 不 能 推出 条 件 式 (5. 2. 56) 812 
(5.2.58)。 所 以 ,用 上 述 方法 求 矩 形 域 的 牛 曼 问 题 的 解 ,一 般 是 困 
难 的 ,以 至 是 不 可 能 的 。 | 

为 了 较 顺 利 地 解决 这 一 问题 , 格 仁 贝 尔 提出 下 面 的 方法 : 

设 解 的 形式 为 | 


uz. y) — HOS), 


2 
其 中 ,Xi(x) 二 cos ER, 是 固有 值 问题 
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+ MXQGOY.GQO — (2.59) 
k=] 


ko- + ÀX = 0 
X'(0) = X'(a) = 0 


对 应 于 固有 值 入 =| ” 的 固有 函数 。 
HCG. 2 50 ,并 利用 富 下 去 级 数 即 知 
Y.) = Efu, yX dz 


= Efu (x, y)cos ÉT dx (5. 2. 60) 
€ Jo aq 


将 方程 式 (5. 2. 49) 两 边 同 乘 以 过 cos “zz, 并 对 工 由 0 a 积分 ， 
得 
za, + u,,)cos kT dz = 0 
a Jo - a 


即 Y” + 2 2f t, COS kT dz = 0 
a a 


将 上 式 左 端 第 二 项 进行 -分 部 积分 ,并 利用 边界 条 件 式 G. 2 50) , 式 
(5. 2. 51) 得 
kx)? 


Y", 一 Y, = F,(y) (5.2. 61) 

其 中 Fo)- SEA G)- C D'AG] 
IIR 2 DANAE 
y b aa- 
Y, (y) = Ach m, + B,sh án + ET Fi cosh E 
| (5. 2. 62) 
其 中 系数 ALB, 可 由 边界 条 件 

Y',(0) = 2[ uy (zr. 0)cos Eds 

和 l = 二 | gi Cz)cos E da (5.2.62). 


Y',(5) = 2 fu (r,6)cos ET odz 
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= 2 | gu)eos ÉT dr (5. 2. 63) 
Jo t a 


确定 。 
往 下 验证 由 格 仁 贝 尔 方 污 得 到 的 解 江 足 相 容 性 条 件 ， 
3⁄4 ¿=0 时 ， 方程 式 (5 2,61) 形 式 是 | 


Y" = - [fp 一 六 (7y) 
pu Y= UG) — fee + C 
其 中 积分 常数 C, 可 利用 式 (5. 2.6224 &—0 确定 


”= a g, Godx 
因此 | 
Y.ox- 2 (lc) - oye [gda] 
O = 2 (ftro -AON + fz cous] 


HRG. 2.632 3UE — Y) = 2 F gaada 从 而 得 到 
| tA) 一 FG) Jd y 十 NT — g, (z) ldz = 0 
这 正 是 相 容 性 条 件 式 (5. 2. 54)。 (s 


多 于 两 个 空间 变量 的 定 解 问题 的 讨论 更 加 复杂 。 下 面 几 段 将 


介绍 三 维 空间 中 的 边 值 问题 。 
7. 立方体 的 狄 利克 菜 问 题 


考察 楼 长 为 z 的 立方 体内 既 无 热源 又 无 热 汇 的 稳定 温度 分 
布 。 在 立体 表面 上 的 温度 , 除 表 面 二 0 保持 给 定 的 温度 fa y) 


外 ,其余 五 个 面 的 温度 均 为 零 。 
这 个 问题 归结 为 求解 
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Au = u, F Uy Fu. =0 KEIR 0<y<zx 0—<z< mm 
u(0,y,z) = u(T,y,xz) = 0 
su(zrz,0,z) = u(z,m,2) = Ü 
u(r,y, m) = 0 
u(m,y,0) = f(x,y) 
利用 分 离 变量 法 , 设 解 为 
. u(r,y,z) = X (DY O) (z) 
将 它 代入 拉 普 拉 斯 方程 ,得 
2" LZ 
x Y Z 
欲 使 上 式 成 立 ,两 边 都 必须 等 于 常数 ,于 是 有 


同 理 有 


由 此 得 三 个 常 微分 方程 | 
Z'— uZ -0, Y'— Q— Y = 0, Z"-- Z= 0 


由 边界 条 件 得 X 的 固有 值 问 题 
m — uX = 0 
X()-—XG)-0 


其 固有 值 是 u——m -—-1,2,3, 0 ETSI BUS RK sinmz Gn 
一 ] ,2,3,…') | | 

类 似 地 得 了 的 固有 值 问题 

Y" — (À — WY=0 
| m 一 Y(r) 一 0 

HAERE A u= 慌 一 1,2,3,…) 及 相应 的 因 有 函数 sinky 
(k—1,2,8,5) 

由 于 A— — Gu E h Z AZ OE ARTE Zo =o 
的 解 是 
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Z(z) = Csh Vm? +- E (x — z) 
从 而 得 拉 普 拉 斯 方程 满足 齐 次 边界 条 件 的 解 
ulr, yz) = Y Slassh Vm? + kê 一 z)sinmzsinky 


m— 1 k=1 


再 利用 非 齐 次 边界 条 件 得 
fG.y)-— 3 anish C V m? + F'x)sinmzsinky 


wl k=] 


其 中 二 重 富里 埃 级 数 的 系数 为 | 
a,,Sh Vm! + kin = 4| | fiz,y)sinmzsinkydzdy 


于 是 ,立方 体 的 狄 利克 莱 问 题 的 解 是 . 


ITI 0 
u(r,y,z) = 5 3n sh vm + (z sh TEE- D oink 
m— =s 1 : sh Vm: T Pim 


其 中 ‘bmt = as Sh Vm: zm, 
8. 圆柱 体 的 狄 利克 莱 问 题 


例 2 考察 半径 为 a, 高 为 人 的 圆柱 体内 部 的 电位 x 的 问题 ， 
电位 ERNO | 
Au = uy, 十 RP logus = 0 0< p <a Oc rl 


(5. 2. 64) 
设 圆柱 体 的 侧面 o—a 及 顶部 z=! 接地 , 即 电位 等 于 零 ; 而 在 下 底 


z=0 上 ,电位 为 f(o,.0), B. f(a 00 —0 Bp SE A 


u(a,09,z) =u(0.0, = 0 | (5. 2. 65) 
u(p,0,0) = f(p,0) (5. 2. 
其 中 f(,9) «0, 
f. 设 u(o 02 —RGO8O0DZGO ,将 它 代 入 拉 普 拉 斯 方程 得 
8 TAR _ 18. Zo 
R ee Z 
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由 此 得 
从 而 得 到 三 个 常 微分 方程 
ÈR! + pR! — (p + WR=0 (5. 2. 67) 
6" + n8 = 0 (5. 2. 68) 
Z" -iZ-0 (5. 2. 69) 
利用 周期 性 条 件 得 @ 的 固有 值 问题 
OQ" -- 49 — 0 
je = (2n) ` 
@' (0) = @' (2x) 
E HARE =m (mm 二 0,1,2,…)。 相 应 的 固有 函数 是 sinmó, 
cosmb, 于 是 
@, (0) = A,cosmod + B,sinm 
假定 AS SCR RT Am — 8 (70. 利用 条 件 Z(0)=0, 方 
Rà(5.2. 69) 的 解 可 表示 为 
Z(z) = CshfB( — z) 
对 于 方程 (5. 2. 67)。 引 入 变量 代 换 £= Bo 后 ,化 为 
e p +£ + (£ — mDR = 0 
这 是 m Br NEKTA, CHRE 
RÆ) = DJ, (E) + EY. 
其 中 J。 和 YY, 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 m 阶 中 塞 尔 函 数 , 换 回 原 变 
量 


R(p) = DJ, (Bo) + EY, (Bp) 

HF Yn OOE p= 处 无 界 , 故 取 E-0. XE RGO—0 EX 
J, (Ba) = 0 

AR A E m20, EXEAER 2633 E TIERE s AEE R p E 

序 排列 ,有 
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O < a, «a, < + < G, «e 


由 此 得 
a 
p= 
所 以 
. N" z, p 
Rn Co) = Dl ! | 
a 
最 后 ,由 迭 加 原理 得 解 形 如 
— = az) 
u(p,0,z) = > A af) (am cosmô -+ ba sinm0)sh mi Io 
m=0 k=} a f 
为 满足 非 齐 次 边界 条 件 ,要 求 有 
AN a, 
f(p,0) = > >J, m, P (a, cosm6 + b,,sinm0)sh a 
m=0 k=! a 
故 有 系数 a, 5 为 
， I a fèn 0 
MEN, [Jaa 
razsh — J: (a, ) 
a à f 
an, = — MEZA cosmBoded0 
za!sh| —: ERO, "t 4 
a 
b. = —————-[ IZA omP | sinmðodedð 
t a, d odo a 
xa!sh| —+ | Jz.4 | Cam, ) 
a 


例 3 考察 定 解 问题 
| (Au =0 0=< 0 <a 0<z<mx 
u(o,0,0) = 0 
u(0,0,m) = 0 
u(a,0,z) = f(8,z) 
它 与 例 2 是 同样 的 问题 ,但 带 有 不 同 的 边界 条 件 。 
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f. 如 同 例 2, 由 分 离 变 量 法 得 
QR" + OR’ — AP + WR=0 
他 "十 40 = 0 
Z"-FAZ-—0 
由 辕 期 性 条 件 , 如 人 同上 例 所 述 ,8(9) 的 固有 值 是 um Gn —90.1, 
2,…), 相 应 的 固有 函数 是 sinm6,cosm9, 于 是 
09, (0) = A,cosmO + B,sinm 
B A— 8 C970) WARANA - 
Z'-Lgz-0 
zo) = Z(m) = 0 


的 非 零 解 是 
Z, = Csinkz (k = 1,2,3,.) 
而 方程 | 
" lp | 20: m? — 
R" + o^ Ë + r| R 0 
的 解 是 


R() = DI, Gp) + EK, (kp) 
其 中 In M Ka 分别 为 第 一 和 第 二 类 m 阶 修 正 贝 塞 尔 函 数 
因为 ROZ 2=0 处 必须 是 有 限 的 , 故 应 取 E==0, 从 而 
Rp) = DI, (ko) 
再 由 非 齐 次 边界 条 件 可 得 所 求 的 解 为 


Ip). , 
Ikaj nz 


+ 9 》 a, cosmó + b, sinm0) 
k=1 m=1 
其 中 
am, = 名 | | co,zysintzcosm0d64z 
040 
b. = EL f (0,z)sin£zsinzmÜ0dOdz 
k T aJ . 
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9. 球体 的 狄 利克 莱 问 题 

D 内 问题 

例 4 为 了 确定 一 个 球 内 的 电位 ,将 拉 普 拉 斯 方程 化 为 球 从 
标 形式 


Au = 3 PI a + Jus sind 3⁄2) 十 PTT = = 0 
| mM | (5. 2. 70) 
0xpca 0<0<x 0<gpg<2x | 
在 球面 上 的 电位 给 定 为 | | 
. uCa,0,9) = f0,9) (5.2. 71) 
R: 用 分 离 变 量 法 , 设 . .. 
ulo, bP = R(0)0(0)6(@) 
把 它 代入 方程 (5. 2. 70) ,整理 后 得 常 微分 方程 
C R'-E2BR! AR 90 ^ 6.2.72) 
sin*0O" + sinffcos08' 十 (Asin! 一 #)Ü = 0 (5.2. 78). 
$'-- up = 0 (5. 2. 74) 


方程 (5. 2. 74) 的 通 解 是 
P = Acos V p + Bsin Jup 
由 周期 性 条 件 得 | 
Vu =m (m= 0,1,2,-) 
nx o $, (g) = A,cosme4- B,sinmo (5.2. 75) 
引入 变量 £—cos0, Jr f (5. 2. 73) 化 为 


2 1 - 
(1 — £8" — 269 +a- m |g-o 


rm 
这 是 连带 勒 让 德 方程 . 当 Aski) (一 0,1,2，) 时 ,其 通 解 为 
@(0) = CPzT(cos0) + DE (cos) 
其 中 PE、 名 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 连带 勒 让 德 函 数 。 
H FOOF 0 一 0,r 处 的 有 界 性 对 应 于 @(6) 在 和 = 土 1 处 的 
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HR 61 e EEI ERAN AR D=o, 因而 方程 
(5. 2.73) 的 有 界 解 为 : 
Oina (O) = C,,P?(cos0) .— (5. 2. 76) 
3k C. 2. 72) & Euler, 方 程 ,其 解 为 ROOSE RATER 
(5. 2. 72) 得 
PRB — De 十 2p800 — Ap — 0 
由 此 得 
P+B—A=0 
将 4 一 EGR 十 1) 代 入 求 得 两 根 =k fü 8= 一 (十 1) 。 所 以 方程 式 
(5.2.72) 的 通 解 是 | 
R(p) = Ep! + Fo "^^ 
AA R f£ o— 0 处 是 有 界 的 , 故 应 及 二 0, 于 是 有 
R) = = Ew 
这 样 , 在 球 坐 标 系 下 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 


u(p,0,9) 一 Y 5 p! P? (cos0) (a,,,cosme 十 b,,sinzmg) 


— 


为 使 4 满足 边界 条 件 ,必须 
| no > 3127: (cos) Ca,,cosmqQ 十 bising) 


=0 m=0 


其 中 oxx.Oxles2n. TAM PT (cosQ)cosmg 和 PY (cosODsinmp 
的 正 交 性 ,可 得 系数 | 
2k Fl, G ma | FO, 9 Pr Gosf)cosmgsinfdóde 


Jm — nq" Ck + m)1Jo 


QUILT ^ . . 
Dim = ona ^ (Qm zap Jl (0,9) P? (cosÜ)sinmqsinód0d o 


HEP omxhgn—1.2.3,;k—1.2.3.,7 
2x "= 
djs = 4l [6.9 P. (cosf)sinddédo 


k= 0,1,2," - 
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2) 外 问题 | 
例 5 定时 由 于 外 风电 分、 需 
求解 定 解 问题 
Au=0 pa 0<0<x 0< g< 2x 
en = 0 
u 一 一 E,pcos6 当 p — co | 
fg. 设 均匀 电场 是 Z 方向 的 ,因而 w 与 无关。 在 球 坐 标 系 
下 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


= z x Z ap ) + ind gon = 0 
或 | 
Ju | 2290 LES ctg au _ 


利用 分 离 变 量 法 , 设 a Co, RG. 将 它 代入 拉 普 拉 斯 方程 ， 
化 简 整 理 后 得 
PR 十 2pR' — AR = 0 

sin20@” + sinócos0O' + ÀAsin20@ = 0 
25 4 二 (十 1),( 二 0,1,2,…) 时 ,上 述 第 二 个 常 微分 方程 是 勒 让 
德 方程 ,其 通 解 是 

6,(0) = A,P,(cos0) + B,Q,(cos0) 
其 中 PiCcos9) 和 QCcos09) 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 勒 让 德 函 数 。 为 
ERE 0— 0 与 0=x 处 有 界 , 必 须 取 B= 二 0, 故 

O, (0) = A,P,Ccos0) 

第 一 个 常 微 分 方程 是 Euler 方程 ,其 通 解 为 

|. RO = Cp + Dp + 
从 而 


u(p,0) = E + bp a+) P, Ccos0) 


为 满足 无 穷 远 处 的 条 件 ， 应 有 
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a =—EË a,—0 (¿> 2) 
于 是 
u(p,0) = — Epcos + > SP, ost) 
由 边界 条 件 Ca 0 — 0 得 到 
0 — — É,acos0 十 > -t P, eos) 


根据 勒 让 德 函 数 的 正 交 性 ,可 求 得 


2 十 1 
六 一 全 


(因为 上 面 的 积分 除 =1 外 ,对 所 有 的 大 都 等 于 零 ) ,于 是 电位 分 
布 是 


Eat cosÜP,(cos0)dcos0 = E,a*ó,, 


3 
up, 0) =— Epcos) + E, COs0 


85.3. 视 睹 法 解 边 值 问题 


视察 法 是 一 种 简捷 有 效 的 求解 边 值 问题 的 方法 ,特别 是 当 区 
域 边 界 规 整 的 情形 , 均 可 先 采 用 视察 法 求解 。 实 际 上 ,对 于 有 些 定 
解 问题 ,如 果 结 合 物理 意义 分 析 一 下 ,就 能 确定 试探 求解 的 途径 ， 
对 于 由 数学 式 子 给 出 的 边 值 问题 ,根据 边界 条 件 的 具体 函数 直接 
观察 试探 ,有 时 亦 能 求 出 问题 的 解 , 下 面 通过 例子 说 明 这 种 方法 。 

例 6 求 圆柱 域 o= /2'+y' «R 内 的 电位 ,使 在 柱 面 上 有 给 
定 的 电场 强度 法 向 分 量 。 


n | an 
由 于 电位 分 布 是 以 同心 柱 面 为 等 位 面 ,与 z 方向 无 关 , 因 而 成 为 平 
面 问题 。 | 


Auc p<R (5.3. DD 


= zy |p=R (5. 3. 2) 


e= R 
解 ; 在 平面 极 坐 标 系 下 ,z 一 pcosg,y 一 sing, zy 一 p'cosqsing 
z ` . 
= 5 sin2g, 因为 


R. i . 
= yle + = sin2g = C4 Feinde SIN 
其 中 C 为 任意 常数 , 易 知 函数 
| upp) = 全 Prsin29 十 C = Say RE C 
例 7 求 二 同心 球面 导体 pn 和 o— p: 构成 的 电容 器 内 的 


由 位, 便 内 球面 o=o 保持 常 值 电位 “一 zm，* 外 球面 o— p: 接地 。 
解 ; 这 个 问题 归 为 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 


du Qu , du 
Au = Sa t oi P az (5.3. 3) 
u | op, = Uo. u | p, = 0 (5. 3. 4) 


由 静电 学 知 ,函数 ， 应 是 球 对 称 的 , 即 仅 为 p 的 函数 v 一 w(p)。 
而 电位 与 6。 成 反比 ;由 以 上 分 析 , 可 以 试图 用 


ulpe) = ^ TB 
XX. 3. 3》、 式 (5. 3.4) 的 解 , 其 中 有 4 和 B 为 待定 系数 ,容易 验 
ilu B 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,为 确定 4 和 B, 利 用 边界 条 
件 得 


A + B = z 
n, 
A 
Z + B= 
Pz 
+ 910: Pe 
条 程 组 3 A= , B= — 
解 方 程 组 求 得 Un ,— £i — Uo 0, — pi 
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从 而 求 得 电位 为 
u(p) = 
例 8 求解 边 值 问题 
[s Ase (z,y) € D 


PP d E lj, 
LTP P P: 


EPDE m abC 为 常数 ,DD 为 由 荆 所 转 的 区 域 。 


解 因为 |r 一 0, 所 以 解 式 应 含有 因子 :| 5-1 BE 
定 方程 知 , 解 式 对 x、y 分 别 求 二 阶 偏 导 之 和 应 等 于 C, 因 此 ,我 们 
可 以 探求 解 式 为 

¿=m + 3-1 
K n 58838 S, m TWB n RE. IRERE m HER 
代入 泛 定 方程 得 


2 + a = , = ogb o . 
m ai p = * ?OH = 2 (a! + b) 
故 边 值 问 题 的 解 为 
n ac [x X _ ` 
“Far 4 pa T p 1j 
例 9 求 定 解 问题 


LIN rb + ° a 


u|r = Acosg, Dry = a° 
解 : 将 原 定 解 问题 分 解 成 如 下 两 个 问题 


Au, = 0 Aus, = B 
(I) (I) 


t; |r = Acosp uz |r = 0 
于 是 uSu tuz. 
ATu ICON, ERER cose 7 EA CE IER 
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Acosg= A 二 ,显然 ,函数 a= A 二 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 故 为 ( I) 
的 解 。 mE | - 
KROG), HARREM R py SUR NT GC +y a), H 
泛 定 方程 知 , 解 对 zx、y 的 二 阶 偏 之 和 等 于 常数 B, 因 此 ,我 们 设想 
解 应 具有 形式 

u, = kG +y? — a?) 
其 中 为 待定 常数 ,代入 证 定 方程 得 


B 


B a= Gy d!) 
从 而 原 问 题 的 解 是 
e = Tu = z+ Ëtt yt — an 
例 10 求 定 解 问题 


F Z 
[e = Ary.r!- y «a 


ulp—0,Dx + y = a° 
其 中 4 为 常数 。 
解 : 由 边界 条 件 知 , 解 含 有 因子 (x: 十 一 a*)。 由 泛 定 方 程 
知 , 解 式 对 ry 分 别 求 二 阶 偏 导 之 和 还 含有 因子 key TEISI 
式 
u = kl + y? — ary 
代入 泛 定 方程 ， 
u, = kyla + y! — a) + 2Ëz°y 
Cau, = 6kzy, uy, = 6kzy 
故 有 Ad — 12Rxy | 
B) 12kzy 一 4zy k— f DEDE a ty 
—a*)xy, 
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习 题 五 


1. 求 扇形 域内 的 边 值 问题 
A= 0 Oxp«a ha 
ie 0) = u(p,a) = 0 
ula, 0 = f(0) 
2. E R=1 的 空心 球 表面 上 充电 ， 使 其 表面 的 一 半 电 位 为 ao， 另 一 半 
电位 为 零 , 求 球 内 部 的 电位 分 布 
(提示 ;归结 为 定 解 问题 ) 
Au —0 (u 5 z 轴 对 称 ) 
l. 人 <<] 
0 —1—<=*<0 


3. SKIEJ AnA 18 [B] Eli | 
aka 0<z<a 0«vy«b 


uCr,.0) = ulr d) — Q 0=< r< a 


u(0,y) = sin 72 u(a,y)= 0 0=< y =< b 
4. 求 定 解 问题 图 5-2 
= fu 
du <ra O0«y«b 


u(0,y) = 0,u(a,y) = Ay Osy «b 
u,Cr,0) = 0, ur, — 0 Oxlrza 
5、 求 下 列 定 解 问题 


EE CREE (Q«r«a) 0<y<-+ co 


u(0,y) = u(a y) = 0 0 < y <+ c° 
u(r.0) = A| 1 一 z) 


Jim uy = 0 0=<z=<a 


6. 6. 设 有 半径 为 a 的 圆 形 铁 丝 环 , 充 有 互 个 单位 静电 , 试 求 充电 后 环 对 于 
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电场 中 任 一 点 值 的 问题 ,归结 为 解 下 列 边 值 问题 
1 


2 
Up, 十 PR + " 


pr + etgó = 0 
. pg 
TES E 

- FE TR 
7. 在 以 原点 为 圆心 ,ea 为 半径 的 圆 内 , 求 泊 松 方程 Ax 一 一 4 的 解 ,使 它 满 足 
zj -一 0。 | 

8. 求 泊 松 方程 第 一 边 值 问 是 

raoe z + oy! < a° 


dr! ' gy! 
u|l,.-—0 Pix + y = a 
的 解 。 
9. 确定 在 两 个 取 不 同 常 电位 的 同心 球 之 间 的 电位 分 布 
M =0 a«p«b | 
ulpa SA ulpe = B 
10. 一 个 半径 为 a 的 介质 球 放 在 均 习 电场 E。 内 , 求 球 内 和 球 外 的 电位 
分 布 ,这 个 问题 的 定 解 问题 是 


Au, = Atu = 0 
pêa] a 
9p | pma — 9p | pma 


ul p = Us p 


u: > Epcos} p — co 
1L. 说 明 牛 曼 内 部 问题 有 解 的 条 件 rs = 0 的 物理 意义 


12. 有 一 个 底面 半径 为 R, 高 为 的 圆柱 体 , 它 的 上 下 两 个 底 都 保持 温 
度 为 零度 ,而 侧 表 面 上 温度 分 布 情况 由 一 个 = 的 函数 确定 , 求 柱 体内 部 各 点 
的 定常 温度 。 问 题 归结 为 


Up uy + us = 0 OcpcR,O-cz«h 


uC(p,0) = u(p,h) — 0 Oxcpx R 
u(R,z) = f(x) EEEN 
13. EFRA a BO TE D CAU N E , HARRER 下列 各 边 值 问 题 的 解 
Ôu = 0 Au = 0 


(1) (2) I . 
ul|r = Acosp ujr = A + Bsing . 
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| [Au = A Ar = Áry 
(3) | (4) . 
u|r = Acoso u|r = À + Bsing 
14. 用 视察 法 求解 下 列 定 解 问题 


| [Au = us T tiy = 1l 
(1) 
(Hu NE = 4 
Au = Uzr + tyy bud 
(2) | 
u dyttet = 9 


— — m 2 
(3) Wika r+ y | 


u Że = 2 


15. Ë DIDA T. 4-5 — 1 所 围 的 区 域 ,用 视察 法 求 下 列 边 值 问题 的 


Au = u, + u, = Ay, (m,y) € D 


(1) r 2 

ulr = 0, r% +5 =l 

Fu du 2 

a T asap MC 5 G €D: 
(2) x " 

u|r-0 ar = Oyy LO 
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第 六 章 ”格林 函数 法 


格林 (Green) 函 数 法 是 物理 、 力 学 及 工程 技术 中 常用 的 一 种 
方法 ,这 种 方法 的 优点 在 于 ;只 要 能 求 出 定 解 问 的 格林 函数 ,将 它 
代入 相应 的 求解 公式 , 定 解 问题 随 之 解决 .但 是 ,对 于 一 般 的 区 域 ， 
求 格林 函数 亦 非 容易 。 这 就 使 格林 函数 法 的 应 用 受到 了 限制 。 

本 章 主要 对 比较 规则 的 .与 坐标 轴 对 称 的 区 域 的 边 值 问题 , 讨 
论 了 格林 函数 的 解法 。 对 热传导 方程 和 波动 方程 的 初 值 问题 与 温 
合 问题 的 格林 函数 解法 , 仅 通过 举例 进行 简单 介绍 ， 此 外 ,对 多 维 
9 函数 .基本 解 这 一 重要 概念 ,也 作 了 简要 的 叙述 。 


$ 6.1 格林 公式 及 其 应 用 


1. 格林 公式 

在 研究 拉 普 拉 斯 方程 ,建立 其 解 的 积分 表达 式 。 常 要 利用 格林 
公式 。 格 林 公 式 是 联系 曲面 积分 与 三 重 积分 之 间 的 关系 一 一 奥 斯 
特 洛 格拉 德 斯 基 - 高 斯 公式 的 直接 推论 。 

W 8 是 以 足够 光滑 的 曲面 丁 为 边界 的 有 界 区 域 ,P(x,y,z)， 
QCryysz),R(z,ysz) 是 在 闭 区 域 介 = 人 十 上 连续 ,在 0 内 具有 
一 阶 连 续 偏 导数 的 任意 函数 , 则 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 - 高 斯 公式 

P R R 
l L ty ca 


ar 
= | Peos oz) + Qcos(ny) + Rcos(nz)]dS (6.1.1) 
r 


成 立 。 其 中 是 本 的 外 法 向 向 量 ;dQ 是 体积 元 素 ;dS 是 r E 
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BUS. | 
ig EX u (zy y, z) ozyyz) 及 它们 的 一 阶 偏 导数 在 闭 区 域 
85= 0 二 PR 上 连续 ,在 2 内 具有 连续 的 二 阶 偏 导 , 在 式 (6. 1,1) 中 令 


加 ju R=uw 
P =u Š = u 3 R =u 
即 得 ü 
9 Ju JÍ dv df o 
WEE 
= fe cos(nx) + 5, cos (ry) + Dcos iz) dS 
aus | 
du A du do Qu du du dv 
IE t n ae Pata t a 


= -| Ad 十 fi gradu * gradvd( 
n ü 


其 中 . 
radu = Qu u Ou 
gradu = ðr’ Jy Əz 

j [2 æ æ 
Brady = ay de 


AlE RR u M v 的 梯度 向 量 、 等 式 的 右 端 是 


| yas 


于 是 我 们 就 得 到 格林 第 一 公式 
Íj uAvd(Q = | u E — ] gradu + gradvd Q 
a r 


(6.1.2) 
在 式 (6. 1. 2) 中 ,交换 函数 wx 与 ”的 位 置 得 
III vAud( = [ U was 一 li gradv + gradud 9 
8 r 


O 


(6.1.3) 
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-将 (6. 1. 2) 减 去 式 (6. 1. 3) 得 


| (uAv 一  vôu)dì = | 


式 (6. 1. T3 
2. 格林 公式 的 应 用 


利用 格林 公式 可 以 推出 调和 函数 的 一 些 基本 性 质 ,所 谓 调和 
函数 ,就 是 具有 二 阶 连 续 偏 导数 且 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 连续 函数 。 
D 调和 函数 的 积分 表达 式 
考察 函数 
J _ 1 
° (z — x! + (y — y») + (z — x) 
(6.1.5) 


dS (6. 1. 4) 


"PE. 


MAKRA 内 的 
某 固定 点 ,我 们 知道 , 函 
数 E 除 点 M, Cxo s Yos 
zo) 外 ,处 处 满足 拉 普 拉 
斯 方程 , 即 有 A( 一 ) 一 
0, 这 个 函数 在 研究 三 维 
拉 普 拉 斯 方程 中 起 着 重 
要 的 作用 , 称 为 三 维 拉 
普 拉 斯 方程 的 基本 解 。 

EKR 2 内 控 去 
一 个 以 Mo 为 中 心 ,以 充分 小 BER e 为 半径 的 小 闭 球 KK., 它 的 表 
面 记 作 有 (图 6-1)、 区域 0 一 .的 边界 工 十 T, 仍 具有 格林 公式 要 


求 的 光滑 性 ,对 区 域 0 一 K, 应 用 格林 第 二 公式 , 取 v= 二 ,得 
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|l [uA CL) — 了 Ad]d0 


(6.1.6) 
HHE R-k N Au=0,A 一 | =o ERE P. 上 法 向 量 "与 > 方 


向 相反 , 故 有 


1 
> 


因此 


于 是 jl zril udS = dr 


其 中 去 是 函数 在 球面 ,上 的 平均 值 , 同 理 我 们 有 
| 1 as = i[ 2 Xas 一 are Z 
ETETE 上 的 平均 值 ,于 是 由 式 (6. 1. 6) 得 


| al 


4 e>0 即 得 调和 函数 的 基本 积分 公式 
Yu M an XAD las, 


1 
u(M,) =— al [un 2 Pm 
(6.1.7) 


上 述 基 本 积分 公式 指出 ,在 全 = 十 上 有 连续 一 阶 人 篇 导数 
的 调和 函数 ,在 区 域内 和 任 一 点 MM 的 值 ,可 通过 积分 式 (6. 1.7) 用 
这 个 函数 及 其 法 向 导数 在 区 域 边界 全 上 的 数值 来 表示 。 

如 果 Mo(zoyoyzo) 在 豆 之 外 或 在 边界 也 上 ,也 可 用 同样 的 方 
法 推 得 另外 两 个 式 子 ,把 它们 合并 得 


- L jas + ama 一 ineo = 0 


1 %C(M) 


. l6l* 


m 4xu(M) M, ER 
I! E EOD — u(M) 26 ds = Sao M, € T 
r ° | 0 M, € Ü 

| (6.1.8 
车 u(x,y,z) 不 是 调和 函数 ,只 要 它 在 1== 介 十 上 有 一 阶 连 

续 偏 导数 ,在 8 内 有 二 阶 连续 偏 导 数 且 满足 泊 松 方程 Ax 一 请 ,我 

们 可 以 得 到 类 似 的 公式 


ou 
sno s- df [ood] a; Sr 
_ «lj "mu 
TMM 


2) “调和 函数 的 边界 性 质 
定理 1 设 函 数 w(z,y,z) 在 闭 区 域 万 = 0+ T 上 有 一 阶 连续 
偏 导 ,在 0 内 调和 , 则 在 边界 P 上 有 


ar. | 
|| Has = 0 (6. 1. 9) 


证 ; 在 格林 第 二 公式 (6, 1.4) 中 , 取 w 为 所 给 的 调和 函数 , 取 
vzs] , 即 得 等 式 (6. 1. 9) 


由 此 定理 立即 可 得 牛 曼 内 问题 
Au = Ò . 
ài 
CE 
有 解 的 必要 条 件 是 
| fas=o ` (6.1.10) 


D ”调和 函数 的 平均 值 定理 
定理 2 设 函 数 uCM) 在 区 域 O 内 是 调和 的 ,M6 是 O 内 的 任 
一 点 ,P。 是 以 Mo 为 中 心 ,a 为 半径 且 完 全 落 在 O 内 的 球面 , 则 下 
面 的 公式 成 立 
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u( My) = zl uds (6.1.11) 
4ra ^ 


证 : 将 积分 公式 (6.1.7) 应 用 到 以 Mo 为 球 心 ,a 为 半径 的 球 
T, 上 (如 图 6-2) 得 | 
1 af 1 | læa] 
u M) — II Ë Pil TM M | TM M dn jds 


在 T。 上 r=a, 由 调和 函数 的 边界 


性 质 得 
f 1 o Ll du u 
| l.l [ MaS = 0 


向 ?一致 , 故 
ajaj 22(1] 2.1 
Au riir diri, d 
于 是 图 6-2 
| 2 las 1 | 
] u £| Jas = a] uds 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 
uCM,) = =a | uds 


$6.2 6 函数 、 基 本 解 


”基本 解 是 数学 物理 方程 中 的 一 个 重要 概念 ,我们 利用 8 函数 
可 以 定义 方程 或 初 值 问题 的 基本 解 ,利用 富里 埃 变 换 可 以 求 出 基 
本 解 , 利 用 基本 解 又 可 以 构造 有 界 问题 的 格林 函数 ,利用 格林 函数 
就 可 以 求 出 各 种 定 解 问题 的 解 .因此 ,研究 和 掌握 基本 解 对 于 求解 
学 物理 方程 是 十 分 重要 的 。 
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1. ZË ó 函数 及 其 性 质 


类 似 于 一 维 6 函数 ,可 以 定义 多 维 8 函数 .例如 三 维 的 情形 ， 
设 MG, y NO yt 是 三 维 空间 区 域 2 内 任意 两 点 , N 为 一 
固定 点 ,我们 定义 三 维 9 函数 8x 一 &,y 一 7,z 一 4) 如 下 ， 

(1) êM — N)=6(r— Š,y — ?,z — ë) 


[ce M=N 
= (5.2. D 
lo MEN 
1 NER 
(2) II EM — N)dzdydz = | S (6.2. 2) 
| o Nen 
(3) II F(x,y,z)0(x — &,y — 9,z — t)dzdydz 
Q 
= FE, (6. 2. 3) 


其 中 F (+, y, z) E: X JER 人 上 的 任意 连续 函数 。 
它 表 示 单 位 质量 集中 于 一 点 N 的 密度 函数 。 f 
如 果 5(x 一 人 .6(y 一 和 56(z 一 0 都 是 一 维 6 函数 ,那么 我 们 
£ . 
II F(z,y,z)0(2 — D8 Cy — Mel — £)dzdydz = F(Z,79,t) 


(6.2.3') 
因为 式 (6. 2. 30 805806. 2. 3') 对 任意 连续 函数 下 都 成 立 , 故 得 
cr -- y — 9,z — E) = (x — ely — 0 — €) 
B] — 4 o 函数 可 以 看 作 三 个 一 维 6 函数 的 乘积 。 
[3] FE n] AXE X. n 3E ó 函数 。 
23A 
为 了 简便 ,我 们 用 符号 工 表 示 一 个 二 阶 线性 偏 微分 算 子 , 例 
如 
2 Fo zl [2 7 
L= | a S= [£ - 225] L= | ; 十 ic 
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都 是 二 阶 线性 偏 微分 算 了 。 
D 23 Lu= f 的 基本 解 
设 M.N 为 n 维 实 空间 的 点 ,我 们 把 满足 方程 
Lu 一 SCM — N) = 0 MEN (6. 2. 4) 
oo M=N 
HRUN, MERIR Lu f I] EAE AREA Lu off 3k 
本 解 。 
E X UN, ME MZN 时 ,满足 齐 次 方程 Lu 二 0 即 LUON, 
以 ) 二 0。 对 任意 充分 光滑 的 函数 FOND, 


uN) = | U(N,M)f MAM 


满足 Lu= f( N), BEE 
L«tN) = | LUN, M) F ADM 


= | 90M — N)fADaM = SN) 


RB R" E > 维 实 空间 ， 
现 将 方程 式 (6. 2.4) 的 基本 解 分 列 如 下 ; 
G) Ar=0( 或 ^u — JU e A dg 
二 维 ; | 
UCN,M) = d-in L (6.2.5) 


AT Tym 
三 维 


U(N.M) = —— (6.2.6) 


AKT NM 
(2) 热传导 方程 的 基本 解 


1 
eXp| 一 一 5 一 一] £= r 
aen cl Vn(t — c) [ laa a] = 
0 tfr 


(6.2. 7) 
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《3) 波动 方程 的 基本 解 
[1 uz E 
EL E: e| «aG t flr 


0 |r- él >at= r) <r 


(6.2.8) 
二 维 UE Gtx y, r) = 
(l r E yn Eao) tt 
2xa| a? (1-—- 2)! — £12 (6.2.9) 
lo | r>alt—r) ¿< 
三 维 | 


ró[r 一 alt -- r)] < 
Axar (z- £ > 
Te 和 Amar ral- r) tr 


0 r> a(t T) ter 


(6. 2. 10) 
2) 柯 西 问题 的 基本 解 
OKRE — 
(Pu — Ay — 
gi ^ Au = 0 
[elo = 0 A us ON — M) 
的 解 , 为 波动 方程 柯 西 问题 的 基本 解 ,其 形式 为 
1 . 
= l~ z| <a 
— H re | z| Ë (6.2.11) 
0 |ë — ci > at 
二 维 U(E — xr.) — yt) 
Ë — = r= ya ë) + G 9 r< a 
Bi ait! — ri | 
Ü r — at 
(6. 2. 12) 


三 维 UC = x yt z y = Sep 
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r= /(z— t q (y + G C Ü: (6.2.13) 
(20 RE 


luz.) = 86 — x) 
的 解 为 热传导 方程 柯 西 问题 的 基本 解 , 它 的 形式 是 


_ __1 _ (£ — zy 
U(Š — r,t) = " zz o 


”用 同样 方法 可 以 定义 其 它 问题 的 基本 解 。 
关于 基本 解 的 求法 ,将 在 第 七 章 中 讲述 。 


$6.3 格林 函数 及 其 性 质 


格林 函数 ,有 时 也 称 源 函数 ,是 数学 物理 方程 中 的 一 个 重要 概 
仿 。 在 本 节 中 我 们 将 引进 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 
概念 ,然后 ,叙述 一 些 格 林 函 数 的 性 质 。 

对 于 在 区 域 8 内 调和 ,在 =8 十 厂 上 有 一 阶 连 续 偏 导 数 的 
KR u CAA AA 


1 Lg 
«oa [2 
r 


其 中 MsE 0, 这 个 公式 用 函数 BC SA Eh Rt 一 的 数值 
把 函数 4 在 区 域内 部 的 数值 表示 了 出 来 .这 就 自然 使 我 们 想到 :能 
否 用 它 来 求解 边 值 问题 ?由 于 公式 中 含有 w, 又 包含 有 学 在 厂 上 的 
值 ,所 以 不 能 直接 用 来 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 莱 和 问题 

[Au =0 MER 

i |= fM) MET 


] (6. 2. 14) 


— -1 97s 


Tm M Ən j 


L) 1 Ə 


0 


(6.3.1) 
或 牛 曼 问 题 
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Au = 0 MER 
| (6. 3. 2) 


|, 一 fM) Mcr 


例如 对 犹 利克 莱 问 题 (6. 3. Dou 在 D EHE E 15 E (D ge 
"上 的 值 就 不 知道 .那么 ,除了 给 定 在 厂 上 的 值 外 ,是 否 还 能 任 
意 再 给 定 党 在 六 上 的 值 呢 ? 这 是 不 可 能 的 .因为 按照 解 的 适 定性 
理论 (第 九 章 ) 狄 利 克 莱 问 题 的 解 是 唯一 的 ,为 了 克服 这 个 困难 ， 
就 必须 设法 消去 公式 中 的 党 ,这 就 需要 引进 格林 函数 的 概念， 
在 考察 公式 (6.1. 7) 的 同时 ,如 果 我 们 另 取 一 光滑 函数 
g(M,Mo), 它 在 区 域 Q 内 关于 变量 M 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,我 们 在 
格林 公式 (6. 1. OPR u 是 式 (6. 3.1) 的 解 ,v=g(M,M,)。 这 样 便 


得 到 
o= J| D e 3]as (063.3) 

HRG. 1. 7) 减 去 式 (6. 3. 3) 得 
um = [| lZ ul -u2 


ENTUM, an 
为 了 去 掉 上 式 右 端 未 知 项 学 ,我 们 选取 gM, M) ,使 得 


+e, 


1 
ART uy, + z| Jas 


(6. 3. 4) 


一 一 0, 即 8lr 王 一 


ART uy, ATr uw. 


id GOL M) — d +g (OU M) Just co. 3. 1) 的 解 就 可 表 为 
Ee 
map II SMa) Zas (6.3.5) 
r 


其 中 
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| G(M,M,) = is + g(M.M.) (6.3. 6) 
G|r = 0 ` (6. 3. 7) 
H ACG. 3. 60,315 (06. 3. GE X BJ ER 3 G CM M.W PR hr dE hr Bh 
方程 第 一 边 值 问 题 的 格林 函数 或 称 为 犹 利 克 莱 问 题 的 源 函 数 ， 

”由 上 述 知 ,要 知 区 域 2 上 的 格林 函数 ,必须 解 一 个 特殊 的 狄 
利克 莱 问 题 


Tr 


Ag = 0 | 
| 1 (6.3. 8) 


gir =— Z 


5 A Fé PK ER AREER LETEA DEZ EL WJ ya B [B] Bi >É 
(6. 3.1) 归 结 为 求 一 个 特定 的 边 值 问题 式 (6. 3. 80 ,对 于 特殊 区 域 ， 
这 样 的 特定 边 值 问题 可 求 得 解 的 具体 表达 式 。 在 一 般 情 况 下 , 虽 不 
能 得 出 格林 函数 的 表达 式 , 但 由 于 它 只 依赖 于 区 域 ,这 在 理论 研究 
上 也 带 来 一 定 的 方便 。 

格林 函数 的 物理 意义 为 : 某 导体 表面 接地 ,在 内 部 点 M, 处 放 
置 一 单位 点 电荷 ,那么 在 导体 内 部 所 产生 的 电位 分 布 就 是 格林 函 
数 。 

下 面 氢 述 格林 冰 数 的 一 些 性 质 ,其 证 明 可 参考 理科 的 教材 或 
参考 书 , 此 处 从 略 。 | 

性 质 ! 格林 函数 GCM,M6) 在 8 内 除 M= Mo 外 ,处 处 是 调和 


的 ; 当 M^ MiB COL MET XS) RU jp. 


性 质 2 ”在 边界 p 上 ,格林 函数 GO M.M DS AE, 
性 质 3 ”在 区 域 D 内 成 立 不 等 式 


1 
0 < G(M,M.) < ux. 
性 质 4 格林 函数 GCM,M。) 关 于 自 变量 M 及 参 变量 MZA 


成 立 著 对 称 性 , 即 对 于 区 域 2 内 任意 不 同 的 两 点 M, 和 Ms 有 
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GCM,,M,) = GCM, Mj) 


is [| 一 dg i 

从 式 (6. 3. 6) 知 , 拉 普 拉 斯 方程 或 泊 松 方程 的 第 一 边 值 问题 的 
格林 函数 是 由 两 部 分 组 成 的 ,第 一 部 分 是 方程 的 基本 解 M, 
M)=— 一 。 第 二 部 分 是 式 (6. 3. 8) 的 解 , 即 在 O 内 调和 ,在 边界 


卫 上 它 与 基本 解 的 和 等 于 截 。 
例 1 求 单 位 贺 内 的 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 菜 问 题 


Ar = 0 
u|r = Ary 
的 解 。 . 
解 : 由 基本 解 式 (6. 2. 5) 
-dpp ip 
U = A = ixl 


二 一 工 In[e + £ — 2epcos( B — 0>] 
4m 
(fx = pcos Ë ££ = gcosp 
E ESSERE E S Mp: 
(Ag = 0 (6. 3. 8) 
{ . ` 
| gir =— U ` 
问题 式 (6. 3. 8) 的 解 为 
g= 2: + So (a,cosE B + b,sin£8) 
e kl 
ERAH D E 
g ——U- E[l + ° — 2pcos (8 — 0) ] 
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利用 恒等式 
In [1 + e — 20cos C EN 8)] = > cost Ce — 8) 
并 比较 两 边 sink8 cose 的 系数 得 


__ Lo P anp 
a, = 24; 00946 b, = 241 51048 
从 而 得 
" i 
g(o,0;:0, B) 一 一 ls Cap) cosk (f — 0) 
2r — k 


= ln + Gp 一 2(oo)cos(B — 0] 


从 而 得 到 问题 的 格林 函数 
GCo,0,0,8) = U + g 


一 一 Enfo + œ — 2epcosCB — 0) ] 
+ tafi + (sp)' — 2opcos(B 一 分 
= lqnpo: 十 e! — 2epcosCB — 0) 
4x 
1 2 
4 E +e “feos (f -0] 
l aG 
RA 永 
由 式 (6. 3. 5) 得 
-| = 
u (0,09) m | 3,/05 


1 1 — Pr 


mT a F e 


r 


_ N 1 _ p V. 
7 2], 1X t — pocos (8 — 8)7 BYP 

_— 1 2 21-657 _ os 

= XJ. 1— 5 — 29cos(B — 5; cos BsinBd8 


例 2 导出 泊 松 方程 的 犹 利克 莱 问 题 — 
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Au——F 在 全 内 


(6. 3. 9 
ulr-— f ) 


的 解 式 为 
u($,9) = II G(£,9 x ,y)F Gr, y)dady — l: Sag 
ü 


V. (6.3.10) 
解 : 在 格林 第 二 公式 (6. 1. 4) 中 , 取 式 中 的 u(m,y)=G(x, 
yé m , 取 式 中 的 vv 为 (6. 3.9) 的 解 wx(zyy) 得 
x= 


|| Gas — vacoda = | 【人 
ü r dn 


而 在 内 有 Auc F(z,y) M — AG =la — Ey — 9) 
于 是 
ll [— GG. ye TEx y) + ulz, y)ell — 6 y — 0) )dxdy 


a 
— _ a 
= | [Geym 3 uCx,.y) 3, dS 


由 于 在 上 G=0,@= f,#H+ G(M,.,M.)=G(M,, MES S 
函数 的 性 质 , 得 


u(£,9) = II G(Š,7;z,y)F(z,y)dzdy 一 | £ Eds 
n 


$6.4 静电 源 像 法 


由 格林 函数 的 物理 意义 ， 
使 我 们 设想 用 物理 学 中 的 静电 
源 像 法 来 求 格林 函数 ,静电 源 
像 法 的 思想 是 :设想 万 外 某 点 
处 也 有 一 个 点 电荷 , 它 在 器 内 
的 电位 就 等 于 工 内 侧 感 应 电 
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荷 所 产生 的 电位 .点 电荷 M, 与 点 电荷 M, 所 产生 的 电位 在 0 的 边 
界 上 恰巧 抵消 ,于 是 格林 函数 就 是 Mo 和 M 这 两 点 的 点 电荷 所 
产生 的 电位 之 和 (图 6-4) ,容易 想像 ,0 点 与 M, 点 关于 边界 应 
具有 革 种 对 称 性 .具体 作法 是 | 
(D 对 应 于 0 内 的 一 点 Mo PRET Q 的 边界 P 对称 的 如 
外 的 点 M, 
COD 在 MM, 点 置 电量 为 q 的 负电 荷 ,使 得 在 上 产生 的 电位 
| 与 M, 处 单位 正 电 认 在 上 产生 的 电位 jaz | 


dr um 


相抵 消 , 即 有 


— = 一 


(6. 4. 1) 


T MM 
从 而 确定 电量 9 二 一 
MM, n 
(3) phus UFC ER C 
GOM,M,) = — 1 g (6.4.2) 


AT uy, ÁRT My, 

本 节 讨 论 用 静电 源 像 法 求 几 种 特殊 区 域 的 格林 函数 ,及 拉 普 
拉 斯 方程 和 沼 松 方程 的 狄 利克 菜 问 题 的 解 。 

1. 圆 域 的 格林 函数 及 狄 利克 莱 问 题 的 解 

D k [BE BJ $É i 32 G CM. 
MO ,M (0,0), Mo (Pob) 

由 于 在 MUR hb EL — RETE d 
荷 所 产生 的 电场 的 电位 为 
去 一 一 ,因此 ,现在 的 关键 问题 是 


找 一 个 在 圆 内 处 处 调和 的 函数 
g(M,M,) 图 6-5 ,使 得 | 图 6-5 
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G(M,M.) = dn + gM,M,) (6.4.3) 
2T ° Tuy | 


TERN D EXT. 
用 镜 电 源 像 法 找 g(M MO. 在 所 给 图 域 内 任 取 一 点 M.Co, 
0). € OM6。 并 延长 至 Mi 使 rou, * Tou, =a s NÁ MIR M IS T I 
周 卫 的 反 演 点 或 对 称 点 , 记 ron, = Poron, =P, NA 
o =a? F P» 4 
Po * P 或 a P, 
为 了 求 出 gM, MO ,在 Mo 点 放置 单位 正 电荷 ,在 Mi 点 放置 gq 单 
位 负电 荷 ,适当 选择 y 的 值 , 使 得 这 两 个 电荷 所 产生 的 静电 场 的 电 
WER Tr EARRA, BI 
gint- = Eln- wen 


2x FPM, 


on 
由 此 得 出 eL ,又 因 人 OM,P 一 人 OM,P, 故 有 


TPM, |. a 


427 TPM, Po 


即 只 要 在 避 点 处 放置 单位 负电 荷 ,由 它 所 形成 的 电场 的 电位 


gOM.M) = 一 上 In- 人 


2X Porm, 
不 仅 在 0 内 处 处 是 调和 的 ,在 卫 =f 十 上 一 次 连续 可 微 , 而 日 在 
D 上 满足 


(6. 4. 4) 


lj. 上 bn 
AX TMM |y | 2x PoF MM, | p 
W [ST PR qJ 38 4K ER CO . 
: lp i 1, .4 
GGM,M,) = 2 In Tux, z” D (6. 4. 5) 


1 1 
M A o + è — 2ppcosY 

其 中 oo ros, Y 是 OM 5 OM 的 夹 角 , 在 极 坐 标 系 下 , 圆 域 的 格林 
e $i 


G(p,0;0,,0,) = = d Jee araa 
AM pi + p! — 2pweos t, — D — 0) 


一 In 
n 


* gt + p! — mpos — 0) | 
2) 利 用 格林 函数 求 贺 域 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利 充 莱 问题 的 解 。 


先 求 
G| _ 3G 212 Ë 1 
Mls lps 3P) 2T AM +e — 2p,pcos (0, — 8) 
— [n 2 | 
N pepi tE — 2pspypcos Oo OY) |, 
= | P- pocos (0, — 8) fp apco s] 
2n | p^ -- pi — 2pecos (0—0) PiP — 2a" pipcos (0, — 0) -a* | | pma 
1 a! — m 


?ra a!— 2apycos (8, — 0) +H ez 
将 上 式 代入 求解 公式 «Mo 一 一 | ranas 


得 圆 域 狄 利克 莱 问 题 的 解 为 
1 a° — pi 
ul bosb) = Pale a? 一 2a pcos (0, 一 0) + zJ OAS 
1 (a? — pi) f (0 


d? (6.4.6) 


v I o E 一 2ap,cos(0 — 0,) + i 


2. 上 半 平 面 的 格林 函数 及 狄 利克 莱 问 题 的 解 


1) 求 格林 函数 
设 MsCzro,y) 为 上 半 平 面 内 的 一 点 ,关于 y= UD T M, 
(xo 一 yo), 于 是 可 构造 格林 函数 为 
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umo- d [i Lo cis ] 
GOM, M.) = i| n TM M In TM M 


= In[ (x — Zo)? + (y = y] 


— In[(x — x) + (y + X1) (6. 4. 7) 
显然 有 Gl, -一 0 
2) 求 解 泊 松 方程 在 上 半 和 平面 y>0 的 狄 利克 莱 问 题 的 解 
" 一 一 # y> 0 8 
u | y-o = f 
C| 0 0320 
d ir y | y-o 
_ i[- 2Cy — yo) 
4m (z — x) + (y — Y 


E 2Cy + yo) | 
(z — zo)! + (y + y! Jua 


_2 1 
z (z — z)! + y 


由 解 式 (6. 3. 10048 
_%[™ fG) 
uu») UR] GT uy E ya 


A77 G — zo + Gr x 
T mj. | mn (z — zo)! + (Gy — yi Eo dady (6. 4. 8) 


3. 四 分 之 一 平面 的 格林 函数 及 狄 利克 莱 问 题 的 解 


试 求解 四 分 之 一 无 限 平面 
的 党 平 问题 (图 6-6) 
Au = F(x,y) 
Tz— 0y> 0B 
u |e- = f) 
uy |»-0 = gx) 


点 原 M. Goo y) B8] — f# 
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点 为 (一 zoyo) «Co xe yo), (zo 一 yo)。 根 据 静 电源 像 法 ,格林 函数 
是 源 点 与 像 点 产生 的 电位 之 和 ,通过 观察 能 够 直接 构造 格林 函数 
G= L L O IG nrc) 
[Cx — a) + Cy 一 Yo Y EG F z)? Cy + yo) ? 


(6. 4. 9) 
不 难 验证 ,这 个 函数 除 Mos FUE AG-—0.H Gl. = 0,G,|,-. 
—O0. B d AX (6. 3.10) 得 解 为 
x 


du 
uy) = | eri n (ez -u Zas 


= | | GF4zdy 十 | gcmGczvorzooodz 
0 0 0 


+ o 
一 | f(y)G, (0, Y toy dy (6. 4. 10) 
Q 


4. 2E E ER D^] Ft P PR R 2 AK F) ya, SE [aj l A A 


试 求解 半圆 寺 狄 利克 莱 问 题 
Au = 0 Nity Za y> 0 
m = f) D,0xÓ0xm 
PINE = gx) I$ |z] «a 
1) 求 半圆 域 2 BJ t P ER 
数 
求 这 个 格林 函数 的 关键 在 
于 :寻求 一 个 在 2 内 调和 ,在 
DEM r EBET Lis 一 


TPM 


的 函数 e (P ,M.), 8 E, # 1] 
先 考察 半圆 域 避 内 任 一 点 M. 
关于 工 轴 对 称 的 点 M: 处 关于 
圆 的 格林 函数 
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-lp l _ í 
G, (P , M, ) = zne” 29 In ] 


. Prem, 
其 中 Ms 是 M: 关 于 圆 的 反 演 点 (对 称 点 )。 见 图 6-?7。 
4 P 在 上 半圆 周 上 时 ,显然 有 
G,CP,M,) = 0 


3 P # z #hE¿(|+|] <a) EB, 
G, (P.M) = G (P.M.) 
如 是 , 令 
G(P.,M.)=G, (P.M) —G (P, M) 
则 GCP,M,) 就 是 所 要 求 的 .关于 上 半圆 的 格林 函数 , 即 
a 


; ln — In n+i - | 
CO = i| um P fron, Tru, + T ET ru, 


Ll [In Lo 
| N (z — x)! + (y — yo) 
. a 
— İn 
QN (z — xj) Cy y) 


1 
- In — — — 
V (z — x2! + (y — yo) 
a 
+ | (6.4.11) 
PEN Gr — z))! + Cy + Y 
2) 求 上 半圆 狄 利 克 莱 问 题 的 解 
GO,.MO| _ GP, M) aU, CP M.) 
ET = E? =a Ən n 
市 GOM) 0 01, a! — f . 
dn pa 2ra a! -- 2ap,cos(0, — 0) + pi 


注意 到 ojM; 的 幅 角 是 一 9, 由 对称 性 有 
CDM) 1 
an p 2ra a’ 2apwos(@ + 0) + ei 
故 
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ma 


| 

~2apocos (0,-0)- 9; a'-2ap,cos (OO) +0- 

G(P.M)O| _ 3Q(Q.M) 
E — dy x= 0 

= LX 2 3 7 

E (r-r. Y tyi (s-r ty (r-r) +y] 


1 E a!- pi a^ - o 


nol | Meme 
| nlan Fy Cr ty 
因为 pypa! RESI tT UR 


P s e 
a? aš 、 
0 一 to 注意 到 d5 一 ad0, 则 
Cn P 
u CEY) = ux.) 一 一 NI uds 
u 1 人 2 a- [1 | _ a _ pl 
i >z], E * & - 2ap,cos (Ü - à) a? + p Za 0 COS (À, + j jf 
一 六 = _ Xi u a d N 
Tal S =a Cr y; ROO (6.4.12) 


a? 


其 中 zı = qoe = Ty ei = x6 + yo, M, 是 (2 内 的 任意 点 。 
如 果 要 求 四 分 之 一 圆 的 格林 函数 , 设 Ms 是 第 一 象限 内 的 任 一 
XB MAT y 轴 的 对 称 点 用, 由 于 我 们 已 求 出 上 半 贺 的 格林 函 
数 GCP,M。,) 则 四 分 之 一 圆 的 格林 函数 是 
G,(P ,M.) = G(P.M.) — GP M) 
5. 3 == TR] PZ k A] FR $K ES 2X 2 CRI 2S [Blai ni) E 


在 这 段 中 ,我 们 讨论 上 半空 间 (z 之 0) 内 的 拉 普 拉 斯 方程 的 狂 
利克 莱 问 题 , 即 求 函 数 x(z,y*z) 使 它 满足 
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gu Fu ,¥ | 
Au = S Ai + 3⁄4 = 0 z>0 一 co<z y Z+ c° 
ul... f(z,y) 


— c <= y <+ ° 
z2> 0 @ = z + y° + z: 
(1) 求 上 半空 间 区 域 的 格林 函数 
在 上 半空 间 z 之 0 内 某 点 M, Go »:yoszo) XTE M x 一 0 的 对 称 
点 是 M IC yos ~zo) CE 6-80 。 由 式 (6.4.1) 


limu(z,y,z) = 0 
PET 


NA 2 N (z — m) + (y — y» + (z + z 
lr ue 一 x)! + (y — 0 + G — x 1. 
= 1 


M oy oz0) 


M: (rayo — zo) 


图 6-8 
故 按 式 (6, 4. 2) 得 格林 函数 
f GOM,My) = il) ,2>0 
Ax "MM, T MM, 
或 
1 1 
COM. MO — T 


N (TF xy + Cy — X + (z —z7* 
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l 

”天 一 (6.4.13) 
ETT 

(2) 求 上 半空 间 狄 利克 莱 间 :人 解 

由 于 在 平面 z==0 的 外 法 线 方向 是 oz 轴 的 负 回 , 故 有 


i _ 
dn | .0 Om | -0 
1 一 (一 ze 
--X rO - Qi— yo) G2]? 
—GR) 007 | 
IG IGI un 
1 Zo 


O nien) HO y H] 


u( My) = — fran Cas 
2 an 
48 Br sk 3k 34| ya, 3 [8] LEE] RE >J 
_ Lf F zof Cr, y)dzdy 
U xs Yo ,之 0 ) = 5 一 
ER) -œd = [(z — n) + (y — vw) dz 
(6.4.14) 


6. ERIR HY Fó K Pa 32% É CRI ya 3 REL] f 


1) 求 格林 函数 

W MM 是 球 内 一 点 Mid MRF 
球面 全 的 反 演 点 ,P 为 球面 修 上 的 
点 ,如 图 6-9。 

根据 式 (6. 4. 1) 有 


ram | Tra 


TMM 


olr TPM, 


HFAOMP~AOM P, H 
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从 而 球 域 上 的 格林 函数 是 


G(M,M,) 一 1 l UU R 
4x 


TMM, Pr un, 


注意 到 


rum, = Pi + p — 2040 DCOSY rum, = N pi + p) — 2p,pcos? 


其 中 pronus? E OM, 5 OM 的 夹 角 ,并 利用 pop =R? , F 35 18 $K 
函数 又 可 表 成 | 


I 1 
GAM,M) = 工本 一 一 一 一 
"FON pi + p! — 20pcos* 
— o E o 
— Fn (6. 4. 15) 
pi 一 2R'ep,cosY + R* 
2) 求 球 域内 犹 利克 菜 问题 的 解 
aG _ x; EDI — (p — pcos?) 
Qr ler 4T [pi + pt — 29,pcosY ]° 
| (pip 一 Rip,cosY)R 
I [e — 2RR2popocosy 十 R]? =R 
_ 一 1，, R? — po 
4AnR [gt 十 大 一 2Rocos7]* 
由 此 得 球 内 狄 利克 莱 问 题 的 解 为 
2 > n 
u(M,) = ixl — RT” f(S)48 
4n 4 LR: + e$ — 2Rp cos? ]z ' 
(6. 4. 16) 


EREK P Mo Cos 0,2) ,球面 上 的 点 的 坐标 MCR,0,9)' 
因为 


— 
OM, = {sinO,cosg ,sinOsing cosh, ) 


OM = Ísin(cosg,sinÜsing,cosOj 
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EC f] 36 fü dx 92 E 
cos" = cosO,cosÓ 十 sinB,sinfcos(g — 内) 
于 是 式 (6. 4. 16) 又 可 写成 
R fxfr R* 一 D . 
(RA, - Ë J | FG.) ; sinfdédg 
| 4RJo Jo [ R: + pj — 2RpcosY ]? 
ú (6. 4.17) 


式 (6.4. 16) . 式 (6.4.17) 都 称 为 球 的 泊 松 公式 。 | 
以 上 所 得 到 的 解 的 表达 式 ,都 是 假定 解 存在 的 条 件 下 获得 的 ， 
称 为 形式 解 ,不 难 验证 ,在 /了 满 一 定 的 光滑 性 条 件 时 ,所 得 的 形式 
解 确 是 狄 利克 莱 问 题 的 解 。 | 
应 用 复 变 函数 的 保 角 变换 法 ,将 能 使 许多 不 规则 的 区 域 变换 
成 上 半 平 面 或 单位 贺 的 内 部 区 域 .所 以 ,将 保 角 变换 法 结合 起 来 ， 
就 能 扩大 静电 源 像 法 的 使 用 范围 。 | 


$6.5 热传导 方程 与 波动 方程 的 格林 函数 法 


在 这 一 节 中 ,我 们 简单 介绍 热传导 方程 与 弦 振 动 方程 的 格林 
函数 法 ,而且 采 用 直接 给 出 各 种 方程 定 解 问题 的 格林 函数 ,及 用 格 
林 函 数 求 定 问题 的 解 的 公式 ,然后 通过 举例 说 明 求解 的 具体 方法 ， 

1. 热传导 方程 的 格林 函数 法 | 


DE 无 界 空间 的 格林 函数 (基本 解 》 
定 解 问题 _ 


at 


i -4 T i0) 
Gr ,t, 6.7) |,-。 一 0 


的 解 : 即 
GreT) = U (z ,t;Ë,r) 
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— 2 
per GE 


= 42a Yt — t) 4a (t (6. 5. 1) 
0 E ter 
2) 定 解 问题 
fc a! = fo.) 
ul. 一 0 - 
的 解 ,用 格林 函数 表示 为 


t f + oo : 
u(m,t) = RN JG DGG,t8,rdfdr 


= f, T) veces deg ous ee 


: . (6. 5. 2) 
3) 有 界 空间 的 格林 函数 | 
定 解 问题 
| — a° = = ur — Eea — z) ` 7 
Gl... = 0, Gl... = 0. 
f : C|,-。 = 0 | 
Mie. RD | mE i 
GG t, €,r) = Te e[-« mey yG 一 D Jein Prf in ks 
(6. 5.3) 


4) 有 界 空间 第 一 类 齐 次 边界 条 件 下 的 热传导 方程 的 定 解 问题 


3 ai TA = fiut) 0c r«l t0 
ul. = uie. = 0 
u |= = 0 

的 解 ,可 用 格林 函数 表示 为 


u(t) = | | f DGGutndtde (6.5.49) 
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@J 求 定 解 问题 


x a ad = Asinwt 
u) ao 9 _ 
dr z=0 _ ax =! 
u|.-e = 0 


BS HHR3SCRN 查 得 
G(x,t;f,t) = P + $Mep|- 


代入 式 (6. 5. 4248 | 
u(r,t)-— [F fee, Gs ode: 


2 
kra (t 一 r) [cos T cos Erg 


l . 


ELM 2A So Ry 
= | | Arinordéde + 7 Dexp| ( ; yw] 


r |sinwodrf cos m 
0 


. cos E exp| (7e 
os TPL 


= fa — coswT) 
2. FX Te DTT FERI FRE ER CI 


_ 1) 一 维 无 界 空间 有 源 波动 问题 的 格林 函数 , 即 基本 解 。 
. 定 解 问题 


一 


aG 


IG i-o = 0 x = 0 


的 解 ， 
G(z,t;Ë,r) = U(z,t;8,r) 
1 z+aGQ— 71 


2a]; aD 


. 185 。 


0, IIT 
ILL 


B 
(6. 5. 5) 
2) 定 解 问题 7 s 
[$E fua) 一 co<z<+oo 10 
ax = . I 
: Jules = 0 - ME ui 
的 解 可 表 为 m | 
u(x,t) = JJ L6 m0cste dti m 
一 | reso datis (6. 5. 6) 


(X — 
JG _ u ZG = OCr DOG — r) 


Gly = 0 Gla = 0 


的 解 
-25 las Fs in Ea — Dus Ë= 
canto- iS E EE sin T7 


4) 定 解 问题 


d eT = fan 0Ocr«l, t0 


u|l.-.-—0 uja- = 0 
u | -0 0 u _ = 0 
的 解 ,可 用 格林 函数 表 为 
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Cx) = | f FEG æst, atr (6. 5. 8) 
例 用 格林 函数 法 求 定 解 问题 


A afa, 0ccr«l t»0 
du == . 
xj 一 0 x a 0. 
P as I 
的 解 。 I ` 
解 : 定 解 的 格林 函数 是 | | 
- GG, G6$,0) = ES 25i —sin ré uis ETAG Dus ER 


I 
将 它 和 /GORARG 558 | 
uCr,t) = f GE» Tsin Er ai in Erat — Dade sin" 77 xdédr 


xa — 
- P H[f esin reae [f esin era Dae Juin ET edt 
Z z. . k 
= š > bx pra — cos ETAN) sin Tz 
4=1 | E 
2 <, (— pr? kxat| . kr 
= 24 — [1 — cos _ sin T 
k—=1 . 
例 3 用 格林 函数 法 求解 定 解 问题 
A c at 2 = Acos T asino 0 < x < D t> 0 
9| n Ul ` o 
Z| 4 xml. 9 
el du _ 
u lo = 0 às 0 u 
解 。 由 附录 外 查 得 这 个 定 解 问题 的 格林 函数 


GGr,£56,T) 
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L loa p q y liga — r) s ne hnz 
"as up? jm i cos ——cos T 


将 f(8&,r)= Acos TÉ nor ERG H6 DA SXG. 5.88. š 


u(x,t) = app (t — r) Acos msinurdtdr 


y 2 es kné 学 | | cos T sinurein kxa(t — c) s T) sos ES aede 
2 [i 
= as cos zn cos T cos eae] 


[f sinwtsin EQ Dar r] 


对 的 积分 ， —— 对 二 -1 ,这 个 积 等 于 .于 是 
Al za (t 一 " 


u(r,t)- —cos 一 sinvrsin 
, Ta T 0 ` f i 
248. 1 _ wsin T — Ta sinwt | cos EZ 
xa. , wal 2 i 
a — f 
T .. 
J Bx 


1. 证 明 平 面 上 的 格林 公式 
fea cutie = |. [o 8 -=u 2) as E 


dn r 
2. 证 明 二 维 的 调和 函数 的 基本 积分 公式 是 
1 1 (M) 
u CM, =- } IDE FILE Ei rut n = Jas 


3. 验证 un lg TFL ,3y 天 时 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 。 
4 证 明 下 列 函 数 都 是 调和 函数 

(D az 二 by 十 c (ab, HARO 

(2) z'—,y'fü2zy (3) zx'—3xyUf3xiy—y 

(4) Shkysinkr; Shkycoskr  chkysinkz fll chkycoskz , (Ek 为 常数 ) 
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5. 证 明 下 列 函数 都 满足 调和 方程 


(1) Inr fü 8 
(2) r'cosk0 和 六 sinpk (k 9 REO 
(3) rlnrcos0--r0sin0 和 rlnrsin0+- rfcos6 


6. 利用 泊 松 公式 求解 
CAEN zc vy += <1 
uli = 2cos20 + 1 CAR 为 球 坐 标 ) - 


7. 试 求 一 函数 x，, 在 半径 为 =“ 的 圆 内 部 是 调和 的 ,在 圆周 C ECT MR 


(1) ule Acose 


(2) uļc= A+ Bsing 


其 中 A.B 都 是 常数 。 
8. 在 上 半 平 面 y 汪 0 内 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 


"ETE 


0 z<0 
u|,- = 
u r0 


9. 3R Ui LO +0,0 Ly <+ cof AK 58 ,3E ERR F AKA 


353€ [n] 
I EET (0 € TY <+ oo) 
t |a= = 0 0 < y 


ulmo = f(x) 0=< z <+ oo 
其 中 fa) E MEAKA, H (0-0. 
10. S RAINE RA AE R, FREE A ERER A 


利克 菜 外 问题 的 泊 松 公式 。 
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第 七 章 ”积分 变换 法 


积分 变换 ,通常 又 称 运算 微 积 .是 一 种 应 用 日 益 广 泛 的 算法 工 
具 , 是 解 偏 微分 方程 常用 的 一 种 方法 ,通过 变换 ,能 够 把 一 个 偏 微 
分 方程 问题 转化 为 常 微分 方程 问题 ,使 计算 大 为 简化 。 因 此 , 它 是 
工程 技术 人 员 最 常用 的 一 种 简捷 有 效 的 方法 。 

本 章 主要 介绍 富里 埃 变换 及 拉 普 拉 斯 变换 的 一 些 基本 性 质 ， 
以 及 它们 在 解 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 中 的 应 用 。 


$ 7.1 富里 埃 积分 和 富里 埃 变 换 


”1. 富里 埃 积分 


熟知 ,一 个 以 22 为 周期 的 函数 f(x) ,如果 它 满足 狐 利 克 莱 
(Dirichlet) 条 件 , 则 在 区 间 [ 一 7， 站 上 的 连续 点 处 , jz) 的 富里 埃 
级 数 是 N 
Í f(x) = > + NT — yr + b,sin Fa (7.1.1) 
其 中 


a - +| focos F imas (k— 0,1,2,--92 (7.1.2) 

s= L| fosid G= 123.8) Ca» 

将 式 (7. 1. 2) 和 式 (7.1.3) 代 入 式 (7. 1. DE. 
fix» = A, fadt + — 2218 f (t)cos En Da 


(7.1. 4) 
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若 函 数 f(x) 在 (一 ,十 吕 ) 内 绝对 可 积 , 即 积 分 
Os con 


= 去 | fons $; Js fadi 


于 是 ,在 zz isi F AG. 1. 4) 变 为 
fix) = lim iM. f (t)cos "t — x)dt 


如 果 记 A= mE es m I =a hm Te 此 时 ,上 述 
积分 的 极限 可 写成 
fix) = lim ~ 1 XJ. f G)cosà (t — x)dt 


= ip^ aaf” J (t>ycosA(# — x)dt (7.1.5) 
T Jo 


-由 于 cosAG — z) E: 35 F À HREH BRC. 1.5) 可 变形 
为 


f(x) = A 


我 们 称 式 (7. 1. Dm. 1. 6) 为 关于 函数 f(x) 的 富里 埃 积 分 公 
式 。 宣 里 埃 积分 还 可 以 表示 成 如 下 的 复数 形式 


fæ = A [| foeda ens 


事实 上 ,因为 sin4(t 一 +) 是 4 的 奇 函 数 , 所 以 关于 4 在 对 称 区 - 
间 上 的 积分 为 零 , 即 . 


KN f(cosA( — rydt — (7.1.6) 


0= 去 | af fsinAl — 2)dt (1.1. 
.由 式 (7. 1. 6) 减 去 式 (7. 1. DIRLA i 
Jf (m) = iii I CB fXA»[cosA(t — x) — isin(t — x) ]dt 
= == BIN “aye "dr eas 
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对 于 富里 挨 积分 公式 ,有 下 面 的 积分 定理 
富 理 埃 (Fourier ) 积 分 定理 设 函 数 f(z) 在 (一 %， 十 co) 内 
有 定义 , 且 满 足 | | | 
D £#E—SBEMSWEKEUOEA, 
2). 在 (一 ,十 cc) 内 绝对 可 积 , 即 
| ayl < oo 
则 f(z) 在 其 连续 点 处 富里 埃 积 分 公式 成 立 
f(z) = 去 MIN (7.1.8) 
成 立 。 在 f(z) 的 第 一 类 间断 点 z, 处 ,右边 的 积分 等 于 
二 [7(z + 0) + zs — 0] 


2. W 802838 8 Cn 235 
在 富里 埃 积分 公式 (7. 1. 8) 中 , 令 
FO) = [T feda (7.1.9) 
则 
fe = +L froed - (7.1.10) 
l - 2xJ `. | | 
我 们 称 式 (7. 1. 9) 为 函数 f (=) B EE E F: g dA C Fourier 
transform), id/E - 
FA) = Ffa) ] = W. (7.1.11) 
下 (叫做 Fz) 的 像 函 数 。 称 式 (7. 1. 100 39583 F (AB E EB Me 


变换 (inverse Fourier fransform)。 记 作 
fü) = SFO) = i| Fed (7. 1.12) 
f GO F GO BS HR IB ER S DE RUE. H, E ERRIA 


可 表示 为 
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fi) = F FLA] (7.1.13) 
上 式 是 富里 埃 变 换 和 富里 挨 逆 变换 之 间 的 一 个 最 重要 的 关系 式 。 
实际 上 , 求 一 个 函数 的 富里 埃 变换 (或 富里 埃 逆 变 换 ) ,就 是 求 
一 个 含 参数 的 广义 积分 ,虽然 计算 含 参 数 的 广义 积分 较为 困难 ,但 
对 某 些 函数 亦 易 算 出 ,对 于 一 些 常见 的 函数 ,其 富里 埃 变 换 已 列 成 
表格 备查 ( 见 附录 1) 
与 富里 埃 正弦 级 数 和 富里 埃 余弦 级 数 类 似 ， NAERMA 
数 ,也 分 别 有 富 里 埃 正 弦 变 换 和 富里 埃 余 欧 变换 。 
命题 1 EAR f(z) 在 区间 [0, 十 co] 上 有 定义 ,将 它 延 拓 为 
《一 co ,十 ce) 上 的 奇 函 数 , 并 满足 条 件 :1) 在 每 个 有 限 区 间 土 分 段 
光滑 ;2) 在 (一 ce ,十 ce) 内 绝对 可 积 。 若 在 连续 点 处 有 
ZLE] = FOA) = | fGosinizdz (0.1.10 
则 
S;[F,(2)J = fez) = Z [TF Gosinzda (7.1.15) 
uU: ”由 式 《7. 1.5) 有 
f(x) = „Af Saf f a) (cosAtcosÀz + sinAtsinAx)dt 


因为 对 任意 的 实数 ，, 有 fc-0--fO,. Wk 
| Lf Gcositdt = 0 
, | 7epsinad = 2| asina, 
fix) = +, T Lf sind imi 


= BI "f GOsinilt ind 


= 2 F.(A)sinàzdà 
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命题 证 毕 。 | 
命题 2 HKK ADEL to] E EIS 
(一 00, 十 oo0) 内 的 侦 函 数 , 且 满足 条 件 ;1) 在 每 个 有 限 区 间 上 分 段 
光滑 ;2) 在 (一 ca, 十 co) 内 绝对 可 积 , 若 在 连续 点 有 .，:- 07 
` g [fü] FQ = l. flz)cosmidz 7. 1.16) 
则 mE o. nm ocu Ji 2 n [n 
= EF, w = fE) = i| , PAD (7. 1.17) 
, 证 ， 1 DA 2. ss. c 
fo = iE f ( (cosdtcosds 十 F sinisinaodr a 
— 实数 有 SODO 
NULL = 0 


: u f cosatdt = = HO f (DcosAtdt 


所 以 
f ; p | 
fi) = IN J, feeder 
=2f CA)cosAcAdA 


— HR o 

例 1 求 函数 AF(z)=e 5 的 富里 埃 变 换 

解 ， 由 式 (7.1.11) 有 

F(A) = |. fGDe" adr = jJ. Me wdz 

=f e (i Ddy + e` coris — TT = 

Bj2 求 函数 f Ge (2 0089 BE BLA IE E 变换 和 富里 埃 
余弦 变换 。 

解 : 因为 
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F: (À) = [e "sinÀzdr 
0 


= = e^ SEES U MS ""epsÀrür 0 


| 


= + E T0 ee n |) 一 "vinlrdr 
Ee ns |a 由 此 得 
FQ) 1 À 


A = A X +a 
类 似 地 可 求 得 FOW= 

现在 我 们 来 确定 在 数学 物理 方程 中 经 常 出 现 的 几 个 函数 的 富 
里 埃 变 换 。 

1 ARLUN irki (Diro H] ,ny 

在 自然 和 工程 技术 中 ,除了 连续 分 布 的 量 外 ， 还 常用 到 "集中 
力 ”" 和 “脉冲 ”等 离散 的 量 ,从 物理 上 来 看 ,它们 之 闻 并 没有 绝对 的 
不 同 , 但 在 数学 表示 的 形式 上 ,它们 却 有 很 大 的 区 别 ,为 了 能 够 像 
处 理 连 续 分 布 的 量 那样 处 理 离散 分 布 的 量 , 以 统一 的 方式 加 以 解 
决 ,就 要 引进 所 谓 “6 函数 ”这 一 概念 。 

所 谓 “ 和 集中 力 ”, 从 物理 或 力学 的 观点 看 ,实际 上 是 在 基点 附近 
A 在 这 个 小 范围 之 
外 , 力 密度 为 等 。 为 方便 起 见 ， 设 这 个 总 效应 在 数值 上 等 于 1, 将 茶 
点 取 作 坐标 原点 ,用 6 ORADE, 则 有 | 

(1) 在 [一 s,e] 上 ， à. (2220; 在 其 它 地 方 5.(z) 一 0 (T. 1. 18) 


facede = | à. ade —1 (7.1.19) 


十 分 自然 地 ,在 数学 表示 形式 上 我 们 将 把 en 0 W 8(z) 的 极限 定 
义 为 “集中 力 ” 的 密度 ,可 是 ,在 e-x0 时 ,显然 有 .C0) 习 十 mo, 而 在 
其 它 处 6.Cz)->0, 故 在 通常 意义 下 的 函数 类 中 ,没有 这 种 函数 。 因 
此 ， 不 可 能 用 通常 的 求 极限 的 方法 来 获得 描述 这 些 物理 现象 的 密 
ERR”. 
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为 了 描述 这 种 现象 ,需要 引进 一 些 新 的 概念 。 E 

首先 介绍 弱 收 伍 概 念 。 

若 对 于 任意 给 定 的 e>0, 总 存在 一 个 正 整 数 N, 使 得 对 于 在 
[a,6] 上 有 定义 的 任 一 连续 函数 f(z), 只 要 之 N 时 ,都 有 


| Gf Gode — Jcofeois e (7.1.20) ` 


成 立 , 则 称 函 数 序列 Cu COVER La 6] E88 M SCRI AN ulz), 
记 作 


lim | wkz)Fczdz= f. (=) fade — (7.1.2D 
或 记 作 - 
i limu, (z) =—u Cz) (7.1.22) 
并 且说 由 序列 {u.《x)} 确 定 了 一 个 极限 元 素 。 这 个 极限 元 素 被 叫做 
广义 函数 。 仍 形式 地 记 作 u (z), 或 形式 地 记 作 | 

| J u) fada = lim l'u, (2) f Gods (T. 1.23) 


必须 指出 的 是 ,广义 函数 w(z) 不 是 普通 的 函数 ; 式 (7. 1. 23) 中 的 
积分 符号 也 不 表示 普通 的 定 积分 运算 。 — 

现在 回 到 “集中 力 "问题 上 来 ,我 们 就 可 以 将 满足 式 (7. 1. 18) 
和 式 (7.1. 19) 的 可 积 函 数 序列 {6s(z)}， |e- t tricot Rx 


素 定义 为 “集中 力 ” 的 密度 ， 这 个 极限 元 素 称 为 狄 拉克 函数 , 记 作 
9(Cz)。 因 此 ,SCz) 函 数 是 一 个 广义 函数 。 

一 般 地 ,6(z) 函 数 定义 为 

车 f(x) 是 定义 在 (一 ,十 吕 ) 内 的 连续 沙 数 , 则 


| Slof (adr = lim| Ô, GJ Gndz 
[l 1zl<s _ 
其 中 XG- -> 如 图 7-1 Bron. 
EJ O 
由 上 述 S(z) 的 定义 有 
196， 


u . 
J ó(r)dr ? 
+ o 
=lim| "à, G0dz 
Ozüm[ las 
=lim| rs 1(7.1. 24) 


由 定义 及 图 7-1 立即 可 以 看 出 ,8(z) 
是 偶 函 数 , 即 062—982). 
6 (x) 函数 的 男 一 个 最 基本 的 性 ° 7 
质 是 图 7-1 
W = ft) 
(7. 1. 25) 
证 ;” 按 定义 有 
[aws (z)d= = lim | aef Cz)dz 
= limf Bofada = lim| L fade = lim AP foa 
由 于 xz) 在 (一 co, 十 co) 内 是 连续 函数 ,利用 积分 中 值 定理 有 
| ` Ge) Sade = limf(0,2e) = fO (0<0<D) 
利用 (7. 1. 25) 式 , 即 可 求 得 5(zx) 的 富里 埃 变 换 
S6G]- Ww =e | = 1 
从 而 有 | 
FE] = ó(z) 
由 于 6(z) 函 数 可 以 从 原点 移 到 数 轴 上 的 任何 一 点 >, RAC. 
1.25) 变 成 
< — x fG)dr = Jf (e) 


所 以 
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[óc — z) ] = se 一 x)e dz = e "^ 
.le 98] = (z — m) | 
(2) 单位 阶梯 函数 [又 称 交 维 赛 德 (Heaviside) 阶 梯 函 数 ] 的 
定义 是 | 
0  zr«0 


un) = Ë xl 
由 于 积分 


十 so | co 
| «Ge "dx = | e "dr 


= | cosazdz 一 让 sinzzdz | 
是 不 收敛 的 ,为 确定 其 定 里 挨 变 换 , 可 以 把 单位 阶梯 序数 看 成 一 个 
广义 函数 , 即 看 成 函数 序列 {u(xz)e 台 ) 的 弱 极 限 元 索 
ux) 二 lima Je . (8 >. 0) : 


则 
S [uo] lim [u (eye ] 
to . 十 ea | 
= lim u(x)e e "dr = lim| e BHD d x 
fad — ° B-940 
= |; — 1 “es: += = 1 
lim| B + 7 Q . iÀ 
同 理 可 得 


Fl ulr — a) ] = le 


VE 1. 26) 
(3) EE BK ERR COR K 
l asirxb 


har) = | 73 
lap 0 r<a Tb 图 了 


如 图 7-2. 
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因为 
h, (z) = u(x — a) — u(x — b) 


HK C7. 1. 26048 


多 [ho (z) ] 
= S [u(z — a) — ulr — b)] 
i 
= ul e] 


$7.2 富里 埃 变 换 的 基本 性 质 


1. 富里 埃 变换 的 运算 性 质 
D 线性 性 质 Wob 为 任意 两 个 常数 , 则 对 函数 SO gl) 


F lafl) + 5gG)] 
= uF [Fa] + bF [gG2] = aF (À) 十 CO C7. 2. D 
FaF A + b0GQ)] = a [FO] HF EGA] 
= af (z) + bg(r) (7. 2. 2) 
iF 由 定义 (5.1.11) 有 7 | 
S [afG) + bg(x)]-— | af o + bg(x)]e "dx 


= a| iae dz + b| ge dz 


= a [fir] 55 gi] 
同 理 可 证 式 (7. 2. 25. 
2) 位 移 性 质 设 FOV)= 久 [f(zx)]。 则 
S [f(z + z) = eF a] (7. 2. 3) 
S [FQ F = e IDE (QJ (7.2. 4) 
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Sa tom]Àe I done "dr 
S x! — x-d- xs BE Gr — zo) WE - 
FIFE E z) = | Fee oda 
= d (x!)e ""dz' 
将 如 所 作 x, 故 有 f 
FLE + a0] = e" FLUG] 


I] EE RT RES C7. 2. 4) 。 f 
D 相似 性 质 如 果 S AG») FO fU 
FIFe] = ui mE (7.2.5) 
证 ; 对 c 天 0， 由 定义 有 
| Z [feez)] = | flex)e "nda 
令 E- cz il 
SfGD]l- 本 | t fende = ird 
4) 微分 性 质 , 若 (x) 在 (一 必 , 十 0) 内 连续 ,分 段 光 滑 , 且 


34 |y |]—ooB fA G0, X. f(z) 和 (zx) 都 绝对 可 积 , 则 
S f'l] = i] (7.2. 6) 


z, FUO |” Pe qa 
= f(xe'" T | fec ie "dr 
由 于 |z| 习 co 时 有 f(z) 一 0, 故 
FIP] e [| flr)e dz = AFTA] 


如 果 当 |z|~>co 时 有 f(z)->0, 户 (x)->0。 则 有 
FTE] = GO CCz)] 
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一 般 地 , 若 jzjco 时 有 F0, f? (z)—>0, (@=1,2,-- (Cn 一 
1))。 则 有 

FSE] = iA#[7/% ?r= = GARFE] 

对 于 象 函数 ,我 们 同样 可 得 到 其 求 导 公式 , 设 Sr[: (z)]= 
FA) , WJ ' | | 


IE = F| — izf (=>) 
一 般 地 有 
k 
d EN = (— iF [r f C<) ] (7. 2. T) 


2. 卷 积 和 它 的 性 质 


D 卷 积 的 定义 Gd 广 (z), 记 (zx) 满足 富里 埃 变 换 的 条 件 ， 
则 积分 | 


ACTAS — dë 


TR OS E ficc) 户 (z) 在 区 间 ( 一 c ,十 ce) 内 的 卷 积 (Convolu- 
tion) id 4E fi (z) * falx). BR 


AG fo = | ffe Da G.2.8) 
符号 “x ”是 一 种 函数 间 的 运算 , 它 与 乘法 相似 ,具有 以 下 的 性 质 : 


f, (z) x falx) = falx) x f, (z) 交换 律 
[f, G) * fala) ] x FG) = f, (z) * [ f,Ça) * f, (z)] 
结合 律 
Si) * [f,Gz:) + fio] = fx) fio + f(r) x fio) 
分 配 律 


由 定义 立即 可 证 明 这 些 性 质 ,例如 ,证 明 交 换 律 。 
fa «fio = [Lf fio — 6d 
令 z 一 6 一 名 , 则 有 


[TADRE - bàt- | "fo fe at 

= [AG — EC 

将 积分 变量 仍 记 作 ,有 
F x< G) = | ff lz DAES f G0 f iG) 


@ 3 设 | 
0  —“—ÜO0 


[0, = < 0 
fi | | f, (z) Im 
(b,rzo ie ^ rz 
OX fiGOD x fi(x)。 


解 : 由 卷 积 定义 有 
e AG fiG) = | AQGf- Dat ; 
Ey £0 Bb. f (1) «0i x— £0, Hl Ex Bb. A6 —0.dt ` 
f) * filz) = hi e Code = e| etae —-—— 
2) BREE Wb f Oz). PCz) 痢 满足 富里 埃 积分 的 条 件 ， 


ËH f(z) x f£ GO UL RUBER ELA A EL UI 
(1) FIF GO f,Gey] = [ÁO] + EA G] 


u mE (T. 2. 9) 

或 S (S [f aÍ] e FUD] = fx) * fiGO) 
(7. 2. 10) 

Q) fi Gn A fal] = s= Lf GO] £f G7 
f  (7.2.11) 
或 F (FE C] ZEE] = 2z=f,G) + falx) 
| i (7. 2. 12) 
证 式 (7. 2.9), 由 定义 
[S d t fald] = | dE (E) lr é dê je adr 
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因为 广 (z), 户 (z) 在 (一 ,十 ce) 上 绝对 可 积 ,可 以 证 明 能 交换 积 
分 次 序 , 于 是 有 
sU Go fio] » | A| o - Dede at 
4 7=x—ë,# : | 
sU GO) Ao] = | AO[] ope mas e 


[tee sat] 7 f ape im 
= F [fa]. [fo] 

同 理 可 证 式 (7. 2.11) 

卷 积 定理 提供 了 卷 积 计算 的 简便 方法 :化 卷 积 计算 为 匀 积 运 
S. 

H T ERER ERARI E BOSL SR RES CR. PC Ek LRL IR] 
题 特别 适合 。 所 以 ,我们 先 介绍 关于 它们 的 微分 法 定理 。 

定理 1 o 4j z— o Bf, f(z) 及 其 一 阶 和 导数 都 趋 于 和 零 ， 
S [fO )]= F.C) fGO8]g Bleu. 

Df ol] |. f Gocosizdz = AF, A) — f(0) 

| | (7. 2.13) 
S [/”(z)]=— ARENO — f! (0) (7. 2. 14) 
证 ; FAO] [fr)eosia] l + 让 “7(zysinhzdz 
一 一 0) + AF, A) = AF.) — f(0) 


r [L] == | fr(z)cosArdz 


To» 十 c 
= Df (+)cosAz J] | + af f! (x)sinÀxdx 
Lo 9 


|7 +o 
=— f0) + [Af sinar] 一 g Cacosjzdz 
f EY o 
=— fO — FEA 
定理 2 Peron GEB EC TAE MR 
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Fi;() 是 f(z) 的 富里 埃 正弦 变换 , 则 | 
| FU] = [^ (z)sinàrdz = — AF,(2) (7,2. 15) 


S Df G)] = AfQ() — X FQ) (T. 2.16) 
证 明 与 定理 1 同 ,这 里 从 略 。 mE 
同 理 可 得 高 阶 导 数 的 变换 结果 。 
例 4 RORIS I AMORE HER. 在 端点 r— 
0 处 以 gG) 为 速率 输入 热量 , 求 杆 的 温度 分 布 , 这 时 定 解 问题 可 归 
结 为 | 


t 
# eo z>0 :>0 
u |z = 0 
au ` 
az Qo 


这 里 假设 当 rooli ul RII RARE 
| 解 ; S UGE u (xz HE ERRIA E, Ell 
U CÀ, t) = | Go yeoskada = F [uc] 


由 微分 性 式 (7. 2.1448 


à fr” . dU 
Z |z] | Yond = F 
sp -] = = F Zueoshzdz = = ~ 一 AU(A,D 
0 ar? dr r-0 , 


于 是 ,热传导 方程 变 为 常 微分 方程 
dU 4 AU = g(t) 
这 个 常 微分 方程 的 解 是 
U(A,t) = e^[- J'acoe*ac + c] 


由 初始 条 件 有 UGQ,0)=0= 二 C， 所 以 
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U(AÀ,t) 一 一 fewe Va-odr 
由 式 (7,1.17),U (4,z) 的 道 变 换 是 
JSUUQOXO;)]-u(x,0-2 2 |” F.Qcosazda 


2 [+= i : 
= Zf [- feo Pdr |eosàzdà 


T jo 


2 t +æ ? 
一 一 i| gdr] e ^ * ?cosArdà 
0 0 


由 积分 表 可 查 得 
nb 1 
| e cosAxdà = FA | = ze 区 可 
于 是 所 求 定 解 问题 的 解 是 | 
E ga) Zdr 
uCx,t) = -3 y. VET zd 
因为 维 富里 埃 变换 在 解 高 维 波动 方程 或 热传导 方程 的 定 解 
问题 时 很 有 用 处 , 现 将 其 简介 如 下 。 
k 维 富 里 埃 变 换 的 定义 


S= [f (ai, rT .zi)] = F(A såg Aj 
= [Tf aene ttt nid dA 
其 逆 变 换 为 
KIEF shast A] = fr zy s 2.) 
== = | pea l :A Je TEE ‘Th dA " .dÀ 
(2x) 1:2 .* k k 
k 维 富里 埃 变换 具有 与 一 维 富里 埃 变 换 一 样 的 一 些 性 质 。 例 如 
S [a f, + bf, ] = a& [f,] + b” Lf] 
FLSA x f,] = F]. Z [f,] 
# rR f, x f, = | 六 ae — ix; 6 ux — 60f, 0,5, 
.. £, )dé d, dE, ， 
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= f, . f.) = xy Ur FU 
s[zf- AFLA] kid. 


ZAUD = yif] ke 


$7.3 用 富里 埃 变 换 法 解 微分 方程 


1. 用 富里 埃 变换 法 解 党 微分 方程 


利用 富里 埃 变 换 , 可 将 线性 常 系数 微分 方程 转化 成 代数 方程 ， 
求 得 代数 方程 的 解 之 后 ， 再 求 富里 埃 逆 变换 ， 即 得 微分 方程 的 解 ， 
例如 , 设 有 常 微分 方程 
ay"(x) + by! (x) 十 cy(z) = d(x) (7.3.1) 
其 中 arbe 为 常数 ,dz) 为 已 知 函数 ,z Æo, HRR, $ 
YO) = Z[y(z)], DA = Z [dex] | 
在 方程 (7. 3. 1) 两 边 取 富里 埃 变换 ,由 富里 埃 变 换 的 运算 性 质 可 得 
atA) YA) + pGADY(A) + cY(À) = DA) 


HJ 
YO) = 一 (7. 3. 2) 
HR (7.3. 2) 取 富里 埃 逆 变换 ,得 微分 方程 的 解 
y(z) = 去 | Yaeda (T. 3. 3) 
2. 解 仿 微分 方程 


例 5 求解 非 齐 次 弦 振 动 方程 的 初 值 问题 
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Aa IC = fe) ~œ Lr I+ t0 
E 
a [i0 
解 第 一 步 , 以 上 为 参 变量 ,对 了 取 富 里 埃 变 换 。 令 
F ulr, D] = UA ,SL/L = Gt) 
得 关于 上 的 党 微分 方程 初 值 问题 


—0 — ° < z <—+ co 


a|, o 一 


2 
— L a AUC t) = GO, (7. 3. 4) 
` dr 
U|,- "EM di Q9 (7. 3. 5) 


第 二 步 ,以 4 为 参数 ,对 : 解 常 微 分 方程 的 初 值 问题 ,用 常数 
变 蜡 法 求 非 齐 次 方程 的 特 解 ,对 应 的 齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 的 
特 解 是 - | 
U,(ÀA,t) 一 cos4at U,(ÀA,2) = sinAat 
由 常数 变法 ,可 设 非 齐 次 常 微分 方程 的 特 解 为 
` U * = vicosAat 十 v,sinAat (7. 3. 6) 
将 它 代 入 方程 式 (7. 3. 4) 得 到 vi v, 必须 满足 的 一 个 方程 。 但 待定 
函数 有 两 个 , 即 os os 为 确定 它们 ,必须 再 找 出 一 个 限制 条 件 。 从 
理论 上 讲 , 另 一 个 条 件 可 以 任意 给 出 ,自然 ,应 以 运算 简便 为 宜 ,为 
此 ,我 们 将 按 下 面 的 方法 给 出 另 一 个 条 件 。 
对 上 微分 式 (7. 3. 6) 得 


U*' = — vj ÀasinAat + v,AacosAat + v ! cosàat + v',sinAat 
JE U ”的 表达 式 中 不 含 ou” 可 设 
v',cosAat + v',sinAat = 0 (7.3. 7) 
从 而 mE 
200 QU*''--— wAasinAat 十 v,Aacos4at 
对 U*' 青 微分 得 | 


U * " — —y (Àa) cosàat— v: (àa Y sinàat—v' Aasiniat+v' ,Àacosàat 
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将 U' ,U*',U*" 代 入 方程 式 (7. 3. 4) ,并 注意 到 cosMat,sin4at 是 对 
应 的 齐 次 线性 方程 的 两 个 线性 无 关 特 解 ,化 简 后 得 | 
— v, AasinAat + v',AacosAat = G(A,t) (7. 3. 8) 


由 式 (7. 3. DHA. 3. 8) 解 得 
o =— Gsindat, v; = RO Ov DeotJat 
取 | 
v = 一 i. | GO DsinAardr o; = L | GQ,Ocoshardr 
得 方程 的 特 解 | 
U` = i | GG, D [sikarcosàa1 + cosAazsinAat Jdr 


- L[Ga.osini — r)dr 
从 而 方程 的 通 解 为 | 
U(A,t) = Cicoshat + C,sinXat + i [GG Dsiniac — D dr 
由 初始 条 件 (7. 3. 5) 确 定 C; —C;—0, 因此 求 得 满足 初始 条 件 的 解 
是 | 
UQ, = [CAD Par 
第 三 步 以 1 为 参数 ,对 X 作 富里 埃 道 变换 
ff sinda(z — 7) " 
ulz,t) = i| fean — s dr |e dà 


sinAa(t 一 
Àa 


HT 
sinhat — r) lf y 
Aa 7 xj... di 
所 以 定 解 问题 的 解 为 
"ER Au [去 | ca ene-edh]dejdr 
2a 0 -aQ- r) 2TJ -æ , 


= M fx — €,r)dédr 


2a 0J —a(t—r) 
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1 f ftue) , 
= 去 | addr (-2:-6 
例 6 求解 齐 次 热传导 方程 的 初 值 问题 
faction —oo«r«-Lo t0 


u|,o = ga) 一 co < z <+ ° 


AE. 以 上 为 参数 ,将 方程 及 初始 条 件 对 工 取 富 里 埃 变换 , 令 


Fule, N] = Ut), Fip] 60) 
得 关于 :的 常 微分 方程 初 值 问题 | 
wa a XU A = 0 
U|., = 60) 
方程 的 通 解 是 UQD-Ce "7, 利用 初始 条 件 , 得 
U(4,0) =A = C 
于 是 , 常 微分 方程 初 值 问题 的 解 为 
^ ^ UD = BAe 
将 上 式 对 4 取道 富里 埃 变换 ,得 
u(x,t) = F [UAD] = F DA] 
= FEBA] < F- e). 
= px) x F Eent] 
因为 
gre] = [Teo aogi 


2YJ -œ 
1[** 


7d. 
由 于 e sinar 为 奇 函 数 , 它 的 积分 值 为 零 , 故 
1 [~ 


DTJ a 


e^" (cosAx + isinÀz)dA 


| Sie] = e^ """cosAzdA 


— l1 exp[ — Z] 
2a Snt 4a°t 
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Hi. 
| u(x,t) = pG) * — l 
` | 2a 


并 将 


` G(z,ë, £) =; 2a Ae ex 
dose SO RATER LED de, | 
$i 7 RAMES RENE 
faei — a T5 = fr) - oo zo f»0 
mau E T7 < z <+ eo: 
解 。 以 :为 参数 ,将 方程 及 初始 条 件 对 z 取 富 里 埃 变 换 , 并 
A . 
i S [uGs£] = DO， 多 [gz = 900 
多 [rz,D] = GG, = [farsa 
得 关于 + 的 常 微分 方程 初 值 问题 | 
| "a + a RUCA, = GO D 
UJ = $(A) 
以 A 为 参数 ,上 述 常 微分 方程 的 解 是 
UG) = 00e 77 4 [eae žu odr 
AU : IROKU, DIT A BUR HUR PCIE S 
u(x,t) = xl. UA, De^*dà. 
= 了 [co aM anda 
| (fea. De ndr enda 
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1 一 | «e PO dé 


E 2a J/xt u 
+ | | Fr x — e = dr 
0 2a xT — T) 
1 I. . |(-60! ^ 
= | 9g(£)e- 44 dé 
2a V xt Lu P s 
tf] to f(& r) 2-07 | 
一 一 一 — e a Sd) d 
[iz Án ° WE 一 了 eum et 
1 B C È ep] 
= -一 一 一 PEe)e sn dé 
o anti = ‘ 


1 tft fOe) ' (z£)? . | f 
k. zi NN gaar) ded 
8/8 求 下 列 半 平 面 220 内 的 狄 利克 莱 问 题 的 解 。 

Fu , du o | "ú 
Au = q t gy TO <= < y> 0 
ulo = f» — co < d X+ co 


Bmw. =o Ima -? 


M y> co 时 ,u(x,y) 有 界 mE 
f8: 因为 一 ceo<z< 十 co, 故 可 对 变量 zx 取 富 里 埃 变 换 , 并 


由 富里 埃 变换 的 运算 性 质 有 
| [== EUG.) 
du o — te Fu -dÀx 
ks F 3, dz 
d? rf-* aq U 
= gall emet] 
z[4u Pul Fu Fu 
gee] E] 
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于 是 ， 拉 普 拉 斯 方程 变 成 常 徽 分 方程 c 
d ym - XU, y) = 0 
其 通 解 是 
UQ, y) = Ae 十 BAe” 
因为 当 y>co 时 ,zx 是 有 界 的 ,所 以 当 y->oo 时 ,U(X,y) 也 必须 有 
界 。 故 当 a> RAA OB y-0 时 有 | 
- URO = BQ) 
当 2<0 时 , 必 有 BQ) 70, B 4 y= 0 ER U 400) = AQ), BURG, 
对 于 任何 4z0 都 有 i 
` UQ,y) = UG, 0e 
又 因为 UGQ,0)= F [u(z,0)J= #[fGa3y]=6Q), 故 有 
UGQ,y) = PAJ 9» 
从 而 UG,y) 的 道 富里 埃 变换 为 
u(m,y) = '[PDQoe À] = FIPA] [e 9] 
Hos tai er 
这 里 我 们 利用 了 | 


gre s] = mr IIxe sed À 
= i[7 e "cosÀArzdA = 一 = T ane" 
因此 ,在 上 半 平 面 y>0 LIBRERIA OR 


y [t° "HG. 
unu) = 2 (£ — > + y 


例 9 求 半 平面 y>0 上 的 牛 曼 问 题 的 解 
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Au = — +—;=0 -— oo < z<+ co y> 0 


Ad 
u = gír) 一 oo < z <+ ° 
dy s=0 
. : au 
| lim )—0 lm 一 一 0 
m Gy mx 
4 y — o0 时 ,a AR 


解 : 通过 函数 代 换 ,将 牛 曼 问 题 转化 为 例 8 的 狄 利克 菜 问 
题 。 最 后 求 得 牛 曼 问题 的 解 。 


3 m 
4 vy) = y uGr, y), itj 


uCr.y) = l'vcc dy 
其 中 a 是 任意 常数 。 由 此 得 


ar ay! nm 3r? Jy? = dy ax 3y? 
z |,- = SG) l,-o = gG) 


由 例 8 知 , 它 的 解 是 


_ y[*° g(&)d6 
vlr, y) = 2p (Š uq y! 
从 而 得 牛 曼 问题 的 解 
1 Cd 
uC) = É 中 [qp c 0 
lr (£ — z) y! 
2xJ. .gODln (E— xy 3 aids 


例 10 求 二 维 热 传导 方程 的 初 值 问题 
du Fu 
[277 i es uu 
ulr yst) l= = 9,5) — e° < m,y «oo 


S8: [AJ — eo «xz, y« 4T 0o , 故 对 ur y t) p(T y) T Is 
. 213* 


= 一 ce 所 Tiy 所 十 co £20 


y 作 富里 埃 变 换 。 并 令 
F u(m,y,t)] = UQ, ,Az St) 
S [e,y)) = PA rà) 
得 关于 上 的 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 


Po + at (Q + DU Gisda) = = 0 
U CAs sårt) les = BA) OS 
它 的 解 是 . 
UC ht) = BO, je totaa 
HERY a, 取 富里 埃 逆 变换 得 
u(z,y,t) = FH BN Ae n 019] 

= FODA AD] & [e n9] 

因为 m | i 


FEBA] = 9G»). . 
Fi [ee] = @ x - | Ce tiber od A da, 
«x 一 ooy 一 co 


1 f*- 2, ja Te 2g " 
T gr). e^ Yel "dx [ e "US e esd 
1 fte "ui ] [F9 . 5 
= a e H #coshd, |: [去 | cosi dA, | 
-l Q6 | 
T Amat "' 
由 此 得 原初 值 问题 的 解 为 
1 x? ? 
unas) = Py) ues ex xp| 一 c | 
(z — £)° + (y — 9» 
= sj J. pÉ, Jexp| 一 | Aat. quem 
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.应 用 富里 埃 变 换 解 微分 方程 ,要 求 函数 必须 在 (一 oo, 十 2o) 内 
.» 2]14* 


-— 


绝对 可 积 。 这 一 条 件 , 大 大 限制 了 其 应 用 范围 . 因为 一 些 最 常用 的 
m maa 85 SA BW AMARENA BREI, 为 了 
克服 这 些 缺 点 ,现在 我 们 引进 另 一 种 积分 变换 , 称 为 拉 普 拉 斯 变 
jf. 
由 于 用 拉 普 拉 斯 变换 解 偏 微分 方程 的 步骤 比较 简单 ,所 以 , 拉 
普 拉 斯 变换 经 常用 来 求解 相当 广泛 的 一 类 偏 微分 方程 。 像 其 它 积 
分 变换 一 样 , 拉 普 拉 斯 变换 是 用 来 求 特 解 的 。 
1. 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 
EN BRASOH 0 时 有 定义 , 且 积 分 
| feed G 是 复 参量 ) 
在 :的 菜 一 区 域内 收敛 , 则 由 此 积分 所 确定 的 ( 复 变 ) 函 数 
F(s) = W (7. 4.1) 
称 为 函数 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ( 简 称 拉 氏 变换 式 )。 记 为 
gUfa»]-FG 
FORY fay r ashi pah SR a Ho EE. 
# F(s)E fGIGmiit pre fest y FG FG hr 
拉 斯 逆 变 换 ,或 称 为 像 原 函数 ,或 称道 像 。 记 作 
fa) = S“ '[F(s)] (7. 4. 2) 


显然 有 关系 式 
f= Z HZU] 


2. 拉 普 拉 斯 变换 的 存在 定理 


# (2) 满足 条 件 

D 对 于 任意 的 了 之 0, 在 区 间 [0,7T] 上 分 段 连续 ; 

2) Ma EAR. SOSMA, Ap M>0.C2>0 为 常数 ， 
EE 
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D f(2) 的 拉 普 拉 斯 变换 在 半 平 面 Re(s)>C 上 存在 ; 
D 在 这 半 平 面 内 ,积分 |， fedi 绝对 收敛 是 一 致 收 
nE 
3) ”在 这 半 平 面 内 , 像 函 数 F(s) 是 解析 函数 ， 
V: .对 于 任何 t IË OK< +o) ,由 条 件 2) 知 
l/Qe"| = [S/O le # < Mes Rès =p 
令 B—CZe00JD 822C+==-C,>C), | [£e “|< Me “, 所 以 
L IG) lle “d: < M| ed = M 
根据 含 参 数 的 广义 积分 一 致 收敛 的 判别 法 可 知 ,在 Re GC, 0 
内 ,积分 |” aye “dr 是 绝对 收 化 且 一 致 收敛 的 ; 这 样 ,我 们 就 证 


明了 FP(s) 的 在 性 、 积 分 NE (2e-"dt 的 绝对 且 一 致 收敛 性 。 为 了 
证 明 Gs) 的 解析 性 ,在 式 (7. 4.1) 的 积分 号 内 对 .s 求 导 , 得 
F d Cf * = [^ — tf (t)e "dt 
因为 | 4f (De "| Mte- 9^ P Mte ^" 
所 以 
N 


人 而 L ifie "Ju: 在 半 平 面 Res>C,>0 内 也 是 绝对 
收敛 且 一 致 收敛 的 。 故 可 交换 微分 和 积分 的 次 序 。 


ro = | foede = | d C Faye" "dr 
ds ds), o ds 


E Yee "J | dt < | Mie nd 二 y 


= ü — tf(t)e *dt = Z[—tfG(z)] 
HEERA UT ERECTO FOE ReGO IC 内 是 解析 的 。 
3. 拉 普 拉 斯 变换 计算 举例 


D 设 C 为 常数 , 则 
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oo +% 
s[c] = N Ces =— €£e| =E (Re 0 
0 š 0 $ 
» Tos a -ag e G“ ay 十 oo 
ete e" ee td od 
i = (s >a} 
$ — a 


3) KEZEM SJO) =sinkt (k 为 实数 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 


+= 
L [sinkt ]= | sin&te “dt = Tp 
0 


= = ssinkt — kcoskt) |Z ° 
k A 
rip (Res > 0) 


4) GRAN fG)= 
CR mo — 161536 45 Br 25 6: 


To 
gm] J t"e "dz 


令 给 一 之 ; 则 得 


MEME" 

gtr]=| 2 

人 ma 

- Xu z"e *dz W 7-3 


取 围 道 如 图 7-3 所 示 ,48 和 CD 都 是 直线 ,8C 和 D2 是 以 0 为 
中 心 ,以 R 和 > 为 半径 的 两 段 圆 弧 。 EE CI CENE LT. 
区 域内 是 解析 的 ,由 柯 西 (Couchy) 积 分 定理 有 

ze *dxz = 0 


Bp 


让 一 一 


"e *dr 十 |z* az + | =e-dz 十 | ze = 0 
fe . ba 


cD 
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EG R—+eo ,r—>0" : 则 
Jane da NECS . 
ir | 0 . 
z"e "dė > ° z"e *dz 一 一 T7 e "dz 
fee [nne 
对 复 变 函 数 积分 进行 估 值 ,可 以 证 明 
im =e ° da = 0, lim Jede 一 0 
UE UU 
从 而 得 
W = W. 
由 起 函数 的 定义 有 
g"mj- 
当 m 为 非 负 整数 时 ,有 
zm|-— = 


l PG 1) (Res> 0) 
$ 


Res > 0 


+1 


TE m= 0 BT 
L1] = L Res > 0 


$ 7.5 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 及 反 演 积 


为 叙述 方便 ,假定 凡是 要 求 拉 普 拉 斯 变换 的 函数 ,都 满足 拉 普 
拉 斯 变换 存在 定理 的 条 件 , 且 有 相同 的 增长 指数 C. 


1. 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


TERR 1( 线 性 性 质 ) 设 a,6 为 常数 , 则 
Laf + bg] = az Lf] + be Lg] (7.5.1) 
此 性 质 由 定义 即 可 证 明 。 
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性 质 2( 位 移 性 质 ) FOSZ] Wl 
Llef a] = Fis — s) Res—s220 (7.5.2) 


HE: [esf()] = | ev f (e "dt 
= F” — f(t)e * "dt = F (s — s) 
例 11 因为 s[#)= ik Lire ']- — 


因为 S [sink] - zr 8 [Le 'sinkt]— 
性 质 3( 相 似 性 质 ) a>0 为 常数 , 则 
&[f(at)] = "i >) (7.5.3) 


en 


(s TD 


由 定义 即 可 证 明 。 
例 12 由 S [cos] = 7-1 WT 可 得 


£[coskt] = L. 


H ge J= 58 £e" ]= 


性 质 4( 微 分 性 质 ) 
LEF] = sZ[fG)]— f(0) 
一 般 地 有 f 
LUP Œ]. 
= MAE — s" 1f(0) 一 n 2f'(0) 一 … — f* P (0) 
(7. 5. 4) 
其 中 f (0) 理 解 为 右 极限 值 lim/™* (ue 


证 ， vLD^0]- W (£e "dt 
= [Fe] 十 JE, 
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LÀ 


-— fO HLO] 
而 . 
& f^ (e) ] 
= sELf PO] — f*"o 
= SLF? G) J LL sf? (0) EN fe eo) = ... 
= LEO] — PAO — s@ 5 f' (0) 
~ se — JEP fO) 
这 个 性 质 使 我 们 有 可 能 将 关于 fC) 的 常 微分 方程 转化 为 FCs) 的 
代数 方程 。 | 
性 质 5( 积 分 性 质 ) 


z || fod] *9 (7.5.5) 
W. WB AG) = Soda O=O = 0 


由 微分 性 质 有 
LEE] = sZ[hG)] — h) = sZ[hG)] 


- e| reos |= lp 


性 质 GERR) 设 1<0 时 了 (2)=0, 则 对 任 一 非 负 实数 + 
有 | 
gLfa—-o0]-e"zifu] (7.5. 6) 
或 g Meg ful)-fu-o 

证 ， HO [f(t 一] = NET — De "d 


= [ze — t)e “dz + | re 一 re” "dt 
由 于 :一 rzr<0, 即 上 rz 时 at 一 一 0, 故 第 一 个 积分 等 于 零 ,对 于 
第 二 个 积分 , 令 t—r=u WIPE 


LEa- oj | fa- De “d: 


= W. as = e "| fe du 
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一 eaee[ fi)] Res> C 
0 <T 
例 13 求 函数 «DD=| 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
1 tr | 


解 因为 Zua] = [ea = le e 1 
由 延迟 性 质 有 - | | | 
| Lut — r)] = e "Lu = les 
TERR 7( 微 分 反 演 性 质 ) LAO ]— F GO Bü 


F® (s) = Z[(— tf] Res> C (7.5. 7) 
特别 地 F'OGO—Gm[—:f(D] ResC ` 


或 f=- [F (s)] 
i. 由 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 知 Fks) 是 解析 的 , 故 
dF(s) _ 


me +> d 
P = 于 | foe =| SU (Oe "ir 


= ü — tf(De-*dt = LT tf] Res> C 
由 归纳 法 ,不 难 证 明 ` 
F® (s) = Z[(— :fG)] Res> C 
例 14 ck FD —tsinzt 的 拉 普 拉 斯 变换 
解 因为 sr[sinkt] 一 全, 由 微分 反 演 性 质 得 


. _ d k 2ks 
L [tsinkt] = Ila + gl- (s? + 232 . 
同 理 可 得 
i _ $ — P: 
L [ fcosht ]— GERD 


微分 反 演 性 质 指出 ,如 果 已 知 f(z) 的 像 函 数 ,那么 ,tf ORR 
函数 就 可 由 求 导 数 而 得 。 
BR 函数 


fe) «X = [fa — Dg Ode (T. 5.8) 
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称 为 函数 f(t) 和 g(t) 的 卷 积 。 由 定义 可 知 , 卷 积 运算 “x ”具有 与 
乘法 一 样 的 性 质 。 即 

D 交换 律 :FiD) x gega) x f GD 

2) 结合 律 :[LFG) * hG)]* g(O — FD x [h G) x g Q2] 

3) 4 HEURE IL/GOO AGO] * (OO — fG) x g GO H-AGD x ge) 

卷 积 定理 设 fi) 和 &() 满 足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 的 条 
件 , 则 

LUO gN] = LUON. Lig] (0.5.9) 

或 s '(Se[/G)] Eg = fF) *gG@) (7.5.10) 

证 ， 因 为 fax gG) = [re — Og(Od£, BH. ri) go 
都 满足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 的 条 件 , 故 FO x g(z) 也 满足 上 述 
条 件 ,所 以 [f G) x g GO) ETE | 


十 oo 
LEO xg(] = | UO x gG) esa: 


= | ii fa- bg CORE Je "de 
这 个 积分 的 积分 区 域 如 图 7-4, 可 以 
证 明 , 累 次 积分 是 绝对 收敛 的 ,因此 可 
以 交换 积分 次 序 , 得 
S£ Lf) x g(t)] 
,= u [efe — &)g(£)dtd£ 


= [Tro | efe - baa 
对 内 层 积分 令 7=: 一 和 则 Wu 


S[fG) * gQq»] 
十 oo +o I 
- | «co [e fronte Jae 
十 oo +% 
| ge “dé| TMe "dy 
= g[g(«5]-sz[fa» 
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= LO] [g G>] 

为 使 用 方便 , 常 将 卷 积 定理 写成 如 下 形式 
LULIS]. Z[gG) J) = fü) x gG) 
= M (rg — Tdr 

该 定理 在 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 时 很 有 用 处 。 
例 15 GAFG = rp fG) 
m$ , $ 
B: 因为 FG)= =] FT' 故 
f= [s Fi s i] 
-4 RI Gu 

已 知 (或 由 查 表 ) 得 
L [cost] = RESET 故 eU[xl- cost 

于 是 
f(t) = cost * cost = | cosécos (t— Edé ` 


= 1f [cosz + cos(2€ — t) ldé 


[cost + isnt — 0] lo 


(tcos£ + sint) 


tə|= w= 


2. AARAA MAE 
1) 283GB pn 


ec = [$e *à = | "5e à =1 
同 理 有 
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To 
YI — t) ] = | Ó (t — t)e "dt 一 es 


反之 ， | u | 
g1]-80), ££ [ez] = $G — 1) 
2) 单位 阶 跃 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 式 00 
Lue] = [^ «coe nde = [^ed = E Res 0. 
” 同 理 可 得 | 
£[u(t—a)]- [eue — a)dt 


+ e 
=| e "dr = — Res > 0 


3) 滤波 函数 iu 人 (2 的 拉 普 拉 斯 变换 式 
Lha J= Z[uG — a) —utt — 6)] 


= Ice — e Ë) 
5 


例 16 o [ 575 BHL 

0 ¿<0 tm 

BS. v[fio]ezhsint]-5$6 ([uG)—u(G-—7) ]sint) 
-— V uGsintJ-uG-— rsin(t —2) 


=H te) 
例 17 车 丝 [f()] 存 在 ; 则 — 00800 = f 
W: 因为 纹 [f()]=F(s), 人 [6()]=1。 由 卷 积 定理 有 
JA) Ao = A OLF) + 1J = g !1[F6s)] = fG) 
因此 ,5G) 在 卷 积 中 相当 于 单位 元 素 。 
4) 周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 式 
设 /是 以 了 为 周期 的 局 期 函数 ,在 [0,T] 上 分 段 连续 , 则 
FG) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
gUo]- | foeà- > W a 
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令 E=t—kT Mi | 
LL OI = Me n[e-*tfet = Me "FG 
l k=0 ? k—0 . 


这 里 FG) = | e f COdE 是 函数 CER 1 N E f c 
斯 变换 ,由 此 可 得 


[fO] = IU (7.5.11) 
例 18 求 函数 | 
h, LEL 
fe - | dnb H. fG@ + 20 = f(t) 
— h, c< t< 2c 
的 拉 普 拉 斯 变换 式 。 


8:. 如 图 7-5 所 示 我 们 有 
F,G)— ['e-*febde 


= JÜ nas 
0 


+ lec de — h 


= Ëq- e u 
于 是 /Ce) 的 拉 普 拉 斯 变换 式 是 - 
LEF] 
OO FG) hd ey 


qse sQ — e 2) 
raeo. ipa 
s(1 + e€ °) s 2 


3. 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 求法 


XT £0 时 为 零 的 函数 f(4) 的 拉 普 拉 斯 变换 ;就 是 Oe 
的 富里 埃 变换 。 实 践 证 明 ,在 D 取 适 当 大 时 ,积分 
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FISO *]- | fee? «eod 


= | aye, 
A. B= BEAMERI 
FFO] = W. = Wo 


= fau] 
由 富里 埃 积 分 公式 有 


fie? — 去 | [| fenos aa 
即 
oo + 
fa) _ =l. [f fe rd seed 


一 i 7 NE (Dye. “qr Jetta 
id s— Fr iA W| ds ida, FE 
ro = d o ae 
由 此 得 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 表达 式 为 
F=f) gs FOwd (7.5.12) 

式 (7. 5. 12) 中 右 端 的 积分 称 ” 拉 普 拉 斯 皮 演 积分 。 这 是 一 个 复 变 
函数 的 积分 , 一般 较 难 计 算 。 汪 FF(s) 满 足 一 定 条 件 时 ,可 利用 留 数 
方法 计算 。 | 

定理 设 soso t de RU F (s) BJ B8 W Rr #E >É >F- (gI 
Re(s) 夺 Bo 上 , 当 s—coBF,F(s)—0, 并 且 对 任 一 个 B> BoR H 


[TTF Cds 绝对 收敛 , 则 FG) 的 像 原画 数 
fe = X, ResLF (sye"] 


证 ; 考察 如 图 7-6 BORÉIBIBUÉ C—L-C. 上 的 积分 ， 
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1 $ F G)e*ds 
2ni Jc 


根据 留 数 定理 , 它 应 等 于 闭 道 C 所 围 
区 域内 的 所 有 孤立 奇 点 上 的 留 数 之 
TI . Bp 


l st — st 
2xi f ro» ds — > Res[F 2e ] 


即 
1 有 -及 
H F (s)e*ds + | FG)e'ds | 
B R CR . J 


= > Res[F G)e"] 


其 中 Ce Æ Res< 8 的 区 域内 是 半径 
2g R HERIK 24 e ZOKI P AE F 图 7-6 

(s) 的 所 有 奇 点 包含 在 闭 曲 线 C 围 成 

的 区 域内 ,在 上 式 左 方 取 R= 十 时 的 极限 ,由 约 当 (Jordan) 引 
JD, 0 时 ,有 | 


lim | F (sye"ds = 0 
RC, 


所 以 
1 UTE . “d 、 R F s — " 3 
De Pu (s)c"ds = > Res[ (s)e*] z — O (7.5.13) 
iEn. 


”我 们 虽然 得 到 了 求 拉 普 拉 斯 道 变换 的 一 般 公 式 , 黎 曼 - 梅 梅 


(Riemann-Mellin) 公 式 


D 这 里 指 的 是 推广 的 约 当 引 理 : 设 复 变 函数 FORE TFA 
1) 它 在 左 半 平 面 内 (Res 达 让 除 有 限 个 奇 点 外 是 解析 的 。 
2) 对 于 Res< 0 H s.35|s|= R— +cofff , F(z)— Sk hh ECT E Ll 4 > 0 IDE 
' Um. f. FG»oeds = 0 
H Cai ds] 9 R.Res<8, EEA B+oi HEC R AFK R. 
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` 


- ] (ee S gud 
g [F(s)] = =],  F(s)e*ds = > Res[F()e*] :0 
cae Bos 


由 于 涉及 到 复 变 函数 的 一 些 理 伦 ,实际 计算 中 往往 并 不 直接 利用 
它 。 一 般 常 用 的 有 以 下 刀 种 方法 ， 

D 直接 查 表 法 ,一 些 简 单 而 又 常用 的 像 函 数 与 像 原 函数 , 作 
为 拉 普 拉 斯 变换 对 已 列 入 拉 氏 变换 表 中 ,使 用 时 ,直接 对 照 查 表 。 
车 与 位 移 性 ,相似 性 等 结合 使 用 ,还 可 扩大 表 的 使 用 范围 。 | 

2) 部 分 分 式 法 :如 果 像 函数 是 一 个 比较 复杂 的 关于 s 的 有 理 
真 分 式 ,可 用 部 分 分 式 法 将 它 分 解 为 若干 个 简单 的 真 分 式 的 代数 
和 ,然后 分 别 查 表 取道 变换 。 


例 19 X Fu ipio 


s*(s4-1) 
W. B3 agp stat 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 得 
Fo = L '[FG)] = ==] 
e pke Gheli 
EEB soll g=} soel 
"Rc 


所 以 JG@)=—1+t£+e 

拉 普 拉 斯 变换 表 , 实 际 上 已 假定 了 函数 和 它 的 拉 攻 变换 之 间 
有 一 一 对 应 的 关系 ,关于 这 个 假定 有 如 下 的 定理 ; 

勒 奇 (Lerch) 定 理 设 六 和 8&g(b 都 是 指数 阶 的 分 段 连续 函 
数 , 如 果 存 dE S.L BIS SL BUR gLAG ])2 2 Lg G) ] WE — 
HJ 0, í FG g(t) 的 间断 点 之 外 ,有 FO Tg. 

3) 海 维 赛 (Heaviside) 展 开 式 法 ” 设 函 数 忆 (可 表 成 两 个 整 
P AGORI BOZ Bg , Bp 
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As) 
B(s) 

WETE—RRES ELOBNAMTEEAZEEH 
4r 8E BOREM Sis $23 ;5a; 即 它们 都 是 FORRA TE 
由 留 数 计算 


F(s) = 


Res| 


$775, 


HAC. 5-13) B1 £8. 
== ` AG) st : 


AG) d AC) si 
e^ 


BG) | BGO 


例 20 R FG)= Dae. | 
解 ， BOG)=s=+) EMAAR S Sos i HRCT. 5. 
14) 有 | 


= "TS _ $ s 
fag Len ° 


s=i 2s 
= lc +e = cost t>0 


= — l _ A qur AP 
8 m &FO-Gr56 pG I ER. 


f. BG-—GMDG-2)G-3)8 ZA BE s ——1,5— 
2,5,22—8, B'(Gs) — (s—2)6--3) 4- Gd- 10 G4-32 4- G-10 G —2) 
3507.5. 148 
fi dee | 

(s—2)6G4-3»4-G-4- D G-4-3)9-G-00G—2) fei 
| _ 1 ME 
*G-2GT32TGTDGT2TGTDG-—2) m" 

| 1 

*G-DGTO2IGTDGTSTGTDG-2* 


u 


s= -3 


海 维 赛 第 二 展开 定理 EDO EBE ss 
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“s 分别 为 BOM momom BE RR, MAND 8 m, G 
=], 2, 水 ) 阶 极点 。 由 留 数 的 算法 有 


TAG) aJ 1 do 。 AG) ， 
Res| See ]- (m, — 1)! lim dme 8) BG) | 
从 而 有 
f= sé-[F(s)] f 
_ < 1 . du! m AG)... 
i > Gm — DI Am deci [6 s) BC | 
(7.5. 15) 


—ü—— 5 ul. 3 小 
例 22 R FO= ppg psg. 
解 BG)=(s 十 1)(s 一 1),s1= 二 一 1 是 三 阶 零点 ,ss 二 1 是 单 
零点 ,由 式 (7. 5.15) 和 式 (7. 5.14) 有 


$ s 
fO = go DG LIS |,, 
1 3 $ " 
tlm y [e FD GTDG-IÉ l 
1 d? § u 
= Be + g; lim m ds: =. 
1 el : 2,2 o — 
=e talla Z SSE G — DI ~ 2G D + 2]] 
= = Be _ ESO H 2t — 2/3) 
4) SNEER 
若 下 (一 BC) + F6), i F05 FC) hig ER RGT R 
出 , 则 可 利用 卷 积 定理 | 
JG) = L '[F, (s) ° F.Cs) | 一 Jf, G) * FO) 
= Ww — £)d£ (5.16) 
Ri FG. 24 f GX. yT. GOTPUR — POR R. ik H pR 32 FF, o] n] FH 
分 式 子 表示 像 原 函数 。 | 
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1 


Sip s [6G)]-9D. * 


例 23 EA FG) —do(0) 
LLEGO] =F, R fa). 


8. Bl <` ‘| 4 [o sine. 由 式 (7. 5. 16) 有 


fo = ec) . 


= ]= p(t) * sint 


- | Osina — tdt 
5) 延迟 定理 法 
WI F(s)= F,Gs)e “,r 为 常数 , 即 像 函数 的 分 子 式 中 含有 指 


WEF e”, HERH FC) 的 道 变 换 , 则 可 利用 延迟 定理 
L [e “F, G] = fia — uit — 0 


RH FOČE. | 
A 24 & D. 
由 延迟 定理 得 | 
go [1— e? Ju — b) 


sCs + 1) 
N tb | 
m ]—e h) tb 
其 中 
0 ¿<b 
«e =o) = | 
1 :—ó 


$7.6 用 拉 普 拉 斯 变换 法 来 解 微分 方程 


1. 解 线性 常 微 分 方程 


用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 线性 常 微分 方程 ,分 三 步 完 成 。 第 一 
: 23] ° 


步 ,通过 拉 普 拉 斯 变换 ,把 党 微分 方程 及 其 定 解 条 件 化 为 未 知 函数 
的 像 函 数 的 代数 方程 ;第 二 步 ,求解 代数 方程 ;第 三 步 , 对 代数 方程 
的 解 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 , 就 得 到 了 原 微分 方程 定 解 问题 的 解 。 

我 们 将 用 例题 来 说 明 求解 的 具体 过 程 。 

例 25 求解 初 值 问题 


[* + 2y' — 3y = e 


Ł 


-— 


KUNP = 0, y jo = 1 
E: 令 Y(G) 王 和 [yy(G)], 对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 则 有 
[y+ 227 Ly ] — 3 [y] = S [e 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 得 | 
(sse[y] — sy(0) — y (00) + 2{s [y] — y€O) — 3e Ly] 


^" $1 
利用 初始 条 件 , 有 
Gs — DG + HLL] — 1 = — 
| = CZ KES au 5 十 2 
解 得 YG@)= S= DG DG63) 
对 Y(s) 求 拉 氏 道 变换 即 得 
= ary = c 1 s + 2 - 
»xG) = € 'LYG)] = f | gry] 
of 1 d 3 1 1) 1. 
= = | trite Ti+t| £3 
lg 1 3 1 lo bap lo 
== gA [F] s RI 8^ |=. 


LÍ 4 Ge Lu 2e"! _ e 7» 
y" +a y-- bsinat 


例 26 - ”其 中 a,6 为 非 零 常数 


Ly f- o = ya y' PELLIT 
Hi: OYG-—V[yO] J FUET AE EIE 
到 定 解 条 件 ,化 简 得 到 


"232。 


Y (s) = 


| ab _ + — Š _ | i 1 
(s? + a?» Yo Spa Yo $ Fag 
将 上 式 右 端 第 一 项 分 解 为 部 分 分 式 . 
ab b 1 s — aš ] 
s qa 24 a (é + aty 


于 是 
| b 1 $-a s ，， 1 
Y(s) = E a sit Saht Yo E qi s: + aš 
n PAP a S-a? J 5 y a 
2a? Ls? + a? 〔《S2 十 a) Yo s+a asta 


XP Y GR br Boop e 88 


b. O. 
y(t) = pai Sinat — atcosat) + yocosat + "sinat 


= ALG + 2ay,)sinat + a(2ay, — bt)cosat J 


例 27 求 方程 y" +3y'+3y ty=1 的 满足 初始 条 件 y(0)= 
y (0)=y”(0)=0 的 解 

解 : 对 方程 两 边 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,利用 微分 性 质 并 注意 到 
初始 条 件 得 


() 4-38 + 3s + DYCG) 一 工 


s 


由 此 得 


Y(s) = 1 


1 E ll _ 1 
5 十 1]) s s+1 G+12 (s-+ 1D: 
对 Y(s) 取 拉 氏 道 变换 得 
1 


yG) = 1] — e 一 如 一 一 ru =] 一 + + 2t + 2)e 


拉 普 拉 斯 变换 既 可 用 于 解 常 系数 高 阶 线性 常 微分 方程 ,也 可 


以 用 来 解 常 系数 线性 常 微分 方程 组 。 
Bud y! —3y-4-5r4d-e',y(0)—0 ; 
例 28 试 求 方程 组 x =—5y+ 3z. z=(0)=1 hd 
B: ^ YG-Z[y0].XG-szo] o 7 Rb frlr 


. 233 ° 


普 拉 斯 变换 并 注意 到 初始 条 件 得 
(SY Gs) = 3Y(s) + 5X G) + == 


lao — 1 =— 5Y(s) + 3X(s) 
_ 1 
° -= DYG)— 5XG = —1 


BU 
5Y (5) + (s — 3XG) = 1 
由 此 解 得 
s— 3 
yo. FL Lja Oos- _ 
(s— 32 + 5° ALG 3y + 5° 
5 1 
+ 46 a 


$—3-— _ 
sti L [46 rg 
(s— 32 —5* 41 (s — 3» + 5:, 


X (6s) = 


. 5 NEN 1 [ 
4 G-aa8 ^i 
HYG XORA EAE 
yG) = die" coss: + 46sin5t — 4e ") 


r) = Jre” (46cos5z — 4sin5t — 5e *) 


$029 求 方程 组 
[y' a t a am M a x(0)= y(0)=0 


12” — x" 2y a = L, rO) = z'(0) = 0 


的 解 。 
f. BEXOS ro YOS se[vG)], 对 方程 组 两 边 施 

行 拉 普 拉 斯 变换 ,并 注意 到 初始 条 件 .中 得 

f 

eY 0D — SXGGO + sK(s) — Y(s) = 一 一 2 
) 1 
[28Y (5 — 98XG) — 253Y G0 + X(s) = — 
| : 


M 


G + DYG) — X6) = — t + 2 


即 s(s 一 D 

2sY (5) — (s + DX GO =— jG—D 
, _ 2s—1 _ 1 

解 得 X(T g 


对 六 (s)、Y(s) 取 拉 普 拉 斯 逆 变 换 得 


FEM =< 1 2s—1 _ 
zü)-x [X= IE 


d 


-—wopEw31 
s" j 


q |= te 


— cg 1 n 7-1] 1 ] 
xs Yo] m4 
[L l ua 
==" tag y 
l 


cel -. ce 1 1 ] e [ud olm t t 
L Ë d [1 + £ "i 1 ete 


2. 解 线 性 偏 微 分 方程 


用 拉 普 拉 斯 变换 法 解 偏 微分 方程 定 解 问题 ,与 用 富里 埃 变 换 
法 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 类 似 。 其 过 程 大 体 亦 为 以 下 的 四 个 步 
". 

1) 对 方程 西端 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,把 一 个 含 两 个 自 变 量 的 全 
微分 方程 化 为 含 一 参 变量 的 常 微分 方程 ; | 

2) 对 定 解 条 件 取 相应 的 拉 普 拉 斯 变换 ,导出 新 方程 的 定 解 条 
fs 

3) 解 所 得 常 微分 方程 的 定 解 问题 , 求 得 原 定 解 问题 的 变换 
式 ; 

4) 对 所 得 变换 式 取道 变换 , 即 得 原 定 解 问题 的 解 ， 

8430 求 半 无 限 长 杆 的 温度 分 布 ,已 知 端点 温度 eco Ecl ds 
温度 为 零 , 
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R: 该 问题 归结 为 求解 定 解 问题 
à= a Fu 
> "^x =—=0 r0 > 0 
u |0 = 0 r> 0 
ulao 90) t2 0, limu(z,t) AR 
注意 到 z 巡 0, 且 给 出 了 初始 条 件 ,故我 们 可 以 考虑 关于 变量 上 的 拉 、 
普 拉 斯 变换 。 令 


U(x,s) = Llud] = | uee "d: 


$G) = Z[gçG)J = [Taea 


B E NE RI MAEA 
zl s [u(zr,t)]— u(z,0) = sU (zx,s) 
s| zJ- a’ dz L Erula] =a E 
所 以 ,对话 定 方程 施行 拉 普 拉 斯 变换 后 得 常 微分 方程 
dU S su=o 
d: a 
对 边界 条 件 取 拉 普 拉 斯 变换 有 


U(0,s) = S[u(0,)] = [90] = 9G) 
这 样 ,得 到 常 微分 方程 的 定 解 问题 


dU ,, _ 
= w 
U(0,s) = ds) 


由 于 lim u (z, 38 L 3k lim U(x,s) 也 有 界 , 常 微分 方程 的 通 解 
是 


U(x,s) = Ae: + Be T 
由 于 U 3 x-> 十 cco 时 的 有 界 性 , 故 必须 有 A=0, 因 此 ， 
U(r,s) = Be ^5 


$ 
r 
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利用 边界 条 件 得 B= 二 B(s) ,从 而 得 特 解 


U(z,s) = Be ~> 
对 DCz,s) 施 行 拉 普 拉 斯 道 变换 ,由 卷 积 定理 有 
u(z,t)-— [U (z ,s)] | 


= s [Bise S | 


= DOJL e 5] - 
= qu) * Z [e | (7.6.1) 
由 拉 普 拉 斯 变换 表 查 得 l 


而 [oe EJ] le ct 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 
LUFO] =s] 一 AGO)， 
有 f= LEDD = Z [fe] (7.6.3) 


2 


WER JG) = 22 e" dy, 则 由 式 (7. 6. 208 


M Tv FF 
$ 


eo] Te 


2 


Xf = A. * dy 一 0, 故 有 %n`''|[fO)] = 0 


ERE 


这 样 , 式 (7. 6. 3) 化 为 O sel, B 


5 


ep 1 . yt, d 
«e eee gero 
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z 
= M € 424 (7. 6. 4) 
Qa 4* tvt 
将 式 (7. 6.4) 代 入 式 (7. 6. 1) 得 
r 1 £z 
(xr,t) = p) * . e 2, 
ME P 2a 4 v t V t 


r i 1 EC 
- 2a / x AO (£ — c)? f 
(7. 6. 5) 
例 31 考虑 一 端 固定 , 另 一 端 ( 当 z—co) fh VE r 轴 方 向 自 
由 运动 的 半 无 界 弦 的 振动 , 设 作 用 在 其 上 的 外 力 为 fO), EE SG 
时 是 静止 的 , 则 弦 的 振动 满足 定 解 问题 
Fu 


A afo 0 < z <+ o° t0 


= 0 


1-0 


du 
qul —0, E 


. G 
||. = 0, lim 去 二 0 


试 解 之 。 
BH. 由 于 :>0 且 给 出 了 初始 条 件 ， 压 可 以 考虑 关于 变量 
对 u(xz, 引 施行 拉 普 拉 斯 变换 。 令 
U(z,s) = [u(z,t)], FG) = Z[fG)] 
将 泛 定 方程 机 端 关于 变量 c 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,由 微分 性 质 并 利 
用 初始 条 件 ,得 常 微分 方程 | 
dU 2 _ F (s) 


它 的 通 解 是 


U (x,5) = Aes* + Be z* + tut 


对 边界 条 件 施行 拉 普 拉 斯 变换 得 
U(0.s) —0, lim dU Cess) -0 
t- +o dr 
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由 第 二 个 条 件 知 ,这 时 必须 有 4 一 0, 故 


U(z,s) = Be i: + FG) r 
再 由 第 一 个 条 件 得 B= — 
所 以 U(r,s) = “a —e 3). (7. 6. 6) 


对 U Ge 2oR bri pog mi M6 BI Je sg SUIT ROAD 
Dx fFUO-AOPBOBL, 


U(z,s) = Als _ Jet) 
由 延迟 定理 法 ,其 拉 普 拉 斯 道 变换 是 
ale- [p z] sz 


ulr,t) = f 
J 0,2 = 
PE 314 + < , 
20 Xj f G) —cosbt (b 是 常数 ) 时 ， 
F(s) = L[coskt] = = 


式 (7. 6,6) 恋 为 


1 eis 
Us) = vx rg e ^ ] 


1T1 s : 
= 去 [圭一 simplest] ce» 


因为 
-1 1 1/1 s 
< ere Jeles 2221] 
— g La 一 coskt) = jasin i 


如 果 记 ye) sin! $, 由 延迟 定理 法 , 式 (7. 6. DAS Bde u kiy 


变换 是 
“ 239 。 


| kpo 一 中 一 将 当 t 之 二 
u(x,t) = 
x 


8132 设 有 一 长 为 /的 均匀 杆 , 在 z=0 的 一 端 固定 ,在 另 一 
Sa r=? 处 受 外 力 


fo) = " t0 
0 £«0 
作用 杆 在 初始 时 刻 处 于 静止 状态 , 求 杆 在 £0 时 的 纵向 位 移 。 
_ 解 : 杆 的 纵向 振动 可 归结 为 以 下 定 解 问题 
Fu afu _ 


u 

à 
àu | 

u |--o = 0, dr 


O= EIME 
HR a fo M E RERNA 


U(z,s) = [ux] f 
对 泛 定 方程 关于 变量 上 施行 拉 普 拉 斯 变换 ,并 注意 到 初始 条 件 得 


2 2 
= 一 U Gs) = 0 


对 边界 条 件 进 行 拉 氏 变换 得 
U(0,s) = 0, dU = un 


dr rl 加 Es 
这 个 常 微分 方程 的 通 解 是 U(z,s)== he 六 十 Be T, AMAR 


件 有 


解 代数 方程 组 得 
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af, 


| Es:(ea + e^ z!) 
所 以 | 
U(xz,s) = afale — e73”) — eTa) 
Ese? + e z!) 
_ afar 2s ox) os r) s z) 
v Es e —€ K — € a 
slo 1 
L e- Gr J, -z 
1 一 e as 


因为 U(x,s) 的 分 母 中 有 1 一 e “这 一 项 , 故 拉 普 拉 斯 逆 变 换 C, 
人 是 以 全 为 周期 的 函数 ,因而 定 解 问题 的 解 化 简 后 可 写成 以 下 形 
Ñ: 


0 < <= 
a 
afof, 7! 一 并 ÍL — x UT x 
bx a | a <t < a 
u(x,t) = POE —E < < = 
ef + E f 3 — z _ < 3 z 
a 
0 E DE" 
a a 


图 7-7 将 这 个 结果 清楚 地 显示 了 出 来 。 

例 33 设 一 端 +=0 固定 ,长 为 /的 均匀 杆 , 另 一 端 由 静止 状 
态 开 始 受 一 与 杆 轴 方向 一 致 的 力 下 = Asinot 的 力作 用 , 求 杆 作 纵 
振动 的 规律 。 此 问题 归结 为 一 维 波动 方程 的 混合 问题 
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图 7-7 


$4 af o Qc r«l t0 
u {=o = 0 x =0 0«cx«l 
t=0 
u |e = 0 Z| =f sino t> 0 
其 中 万 为 扬 氏 模 量 ， | 


Ws UG m E uGs] E Bla 7 ROPRUSAD AG A 
件 , 我 们 得 到 
TU — Ë "UG s) = 0 
对 边 值 条 件 施行 拉 普 拉 斯 变换 得 
U (0,2) = [0] = 0 


dU u A. _ Aw 
del = FLgsm]7 gus 
解 上 述 常 微分 方程 的 边 值 问题 得 
Aawsh x 
U(x,s)- 2 


Es(s? + ay )ch = 


对 77rCz,s) 施 行 拉 普 拉 斯 道 变换 得 
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$ 
Aawsh 一 并 
a 


u(r,t)-£ UG)! : 
ES (s: + w )ch "L 


s 
Aawsh PE 


U^ CEsQ! + wch 41 


k 


st 


e 


其 中 5 是 UCz,s) 的 极点 ,由 sls’ 十 w?)ch I0 求 得 
. .a l| u u 
+ iw tige- yr (k = 1,2,3, ) 


sh 5x 1 i E 
2 =+| zJ Hz, +o] 
s $ a 3lla 
二 之 ll <x1)° " 
— T3] a s: + 
故 s==0 不 是 U(z,s) 的 极点 。 
| .a _ 1} _ u 
s =+ iw, tij k z|" (k = 1,2,3, ) 


均 为 U(z,s) 的 一 阶 极 点 。 
EREA ”根据 留 数 计算 法 
A(s,) T 


R Es d . 
SSLBGY | B's) 


sh s 1 
: 注意 到 


5 ch — 
a 


M s= io 时 , 取 B(s)= s Mw .AG)- 


a 


sh 3c 
,53-- e ch PL 均 为 偶 函 数 且 shiz=isinz, chiz 二 cosz。 有 
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et 


isin PE 1 
BR) + pi TT to. 
cos —¿ 

| a 

于 是 | 
Aacesh — z Aawsh 2-z 
Re s - ç e“ + Res : 
777 Esis? 十 ach 7! "CU EsG! + ach PL 

u Aa 


. o0 . 
— sin — xsin«t 
Ewcos 41 


a 


; x 时 , 取 BG) —ch "i 
hA 
S at 1 
A(s)= — ° z+ Ml 
eu ew u e*t( k— y ) sit e*T(^- +) a 
7 — f 
269 Lg» + Aisin k-ga zc p 


.~ 1 


m 05 — H k i 


所 以 


Aawsh >x 


Aawsh 
Res —e + Res : 
a Es(s? + wi)ch Z 7 


=ou Es(s? + wch PL 


e DU 
(2k — Dx . (2h — Dam 
_ pe 16Aau,, n Q — xsin 7 t 
Ex ' (2k — DUE — (2k — Par] 
最 后 得 定 解 问题 的 解 为 


2 
ulzi) = ” sin Z zsinat — 
Ewcos =: 4 
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- 


(2k —])x% . (2 — Dam 


a sin | "m EUN ——t 

> 1) (2k — DUP 4- (25 一 yra] 
ULNIS IE 件 为 非 齐 次 的 混合 问题 , 较 
分 离 变量 法 优越 ,因为 它 省 去 了 把 边界 条 件 齐 次 化 这 一 步 。 不 过 ， 


Dri hmi d$ REDE RE. 


习题 七 
1. 求 下 列 函 数 的 富里 埃 变 换 
1—# # <1 0 =< 0 
e Zo = | (2) fay= | 
0 在 之 1 e 'singt 220 
(3) fà) = e "cose eu), (4) fü) = etu) 
N " _ 212 1 = 
2. 证 明 逻 '[e ex] = e = 
2a V nt 
go ¿<o [siw 0r > 
3. BA AO = | aru. AO zi ‘~ 3 
e t0. 0 其 它 
R AO < f, G), 
4. 试用 富里 埃 变 换 法 求解 一 维 波动 方程 的 初 信 问 是 
Fu — 4t Fu 0 
a a ax mm 


u |o = e) 
x L. = jr 
PNE Sur c 11 IRA 


5 RWURTRAN- 维 热传导 方程 的 初 值 问 是 


à F - 
EN 7) = 0,0 < Ti yz < oo ¿> Ü 


ul = TY z) 
6. 求解 下 列 定 解 问题 


à 2 . 
WI KF KUSI p 
D Jaje = f(z) 

ulr D HA 
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LN o fu — co | ; 
" b tu ( < z <+ o, — 0) 
u |o f») 
à du 
»" EM (— eo < z <+ œ, > 0) 
u lmno = l — Ë) (~ eo < z <+ =) 


7. 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 


(1) f) sin — (2 Ost 
(3 /fG@)=e *” (4) f(D-shk 

8. 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 计算 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
(D /fG)=—cos% (2) GOD) 一 在 十 ie 


(3) f(D-i1cosat--isinat (4) f(D—re"—,n! 
(5) fa =e "sin6t—5e ” 
9. 利用 反 演 积分 计算 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 道 变 换 
—__ 1 
| a) F(s)= (2 FG)—ic 1 
u 1 24, 5—1 
(3) FG) To toy (D F(s)=1n = 
(提示 oR F' GO. BEIR /0 与 局 G) 的 关系 ) 
10. 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 


| 1 
(1) ` 下 (一 二 十 


1 
sG+a)(s+b) 


(2) FG)= 


4 
_ s+3 I — _2s+5 
GCTDG (9 TO= ats 


ll. 试用 拉 普 拉 斯 变换 求解 下 列 常 微分 方程 及 方程 组 
(1) y+9y=6e” y(0)=y (0)=0 
(2) y"— 2y' +2y= 2e'cost,y(0)= y' (00 —0 
(8) y" +y=2e', y(0)=y (0)=y"(0)=y”(0)=1 
WS is [> (=y 0) =0 
一 yi 十 ys 二 0 ya(0)—=y(0)=0 
12. 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求 方程 组 Y= 一 AY 十 1() 的 解 pa) 


o aof iJa 人 on 
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(4) 


0 1 0 Ü 
—6 —11 一 4 f 


o roppa von 
13. 用 拉 尊 拉 斯 变换 法 求解 半 无 界 弦 振 动 问题 


A — au = 0 r0 t0 


— 一 0 rzo 
ulz- = f limu(z,£) = 0 tO 


其 中 了 (2) 为 已 知 的 充分 光滑 函数 , 且 /(000— 0, 
14. 求 半 无 界 弦 受 迫 振动 问题 的 解 
5 a? 95 = cosat oro (之 0 


u|,- Ó, = 0 u =0 0< z< co 
à o 


f- 


ula-0 = 0 lim & = 0 


15. 用 拉 普 拉 斯 变换 法 求解 下 列 定 解 问题 


gu _ zcosy + ye” (z > 0,y > 0) 


Qroy 
(1) u |z=0 = (y 一 1)? 
u |,- = 2* + 1 f 
fu = e*sinr (xz > 0,y > 0) 
(2) 4 aray UT 
u|.-.-— y ul. ret 
l6. 用 拉 普 拉 斯 变换 法 解 下 列 混合 问题 
du Fu P 


u| = 0 “|. = 0 £20 


ul = 6sin PES + 3sinzz (0 < z =< m) 


17. 用 积分 变换 法 解 下 列 定 解 问题 
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Ry G>042>0412>0a2> 0) 


a ar’ 
(1) uli. 
du 
tt | zmo = 0 Jim 2579 
je T up (x > 0, > 0,a > 0) 
au 
2 = =0 | 一 0 
(2) u| 0 & |.-o 


. a 
NE lim Æ = 
(el »—0 lim 去 一 0 


z— + °> 


u 2 
A = Z: tE) («rmi 0. 
[= A 
G) uj, = 0 (0 < z< 
ulamo = 0 z _ = 0 
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第 八 章 ” 定 解 问题 的 近似 解法 


在 前 面 儿 章 中 ,对 证 定 方程 . 定 解 条 件 比 较 简单 ,而 区 域 又 很 
规则 的 情况 下 ,我 们 给 出 了 定 解 问题 的 解 的 解析 表达 式 。 然 而 , 工 
程 技术 中 所 提出 的 定 解 问题 ,经 常 出 现 这 种 情况 ,或 是 区 域 不 太 规 
则 ;或 是 泛 定 方程 与 定 解 条 件 比 较 复杂 ,以 致 很 难 求 出 其 精确 解 ， 
这 时 就 可 以 借助 于 近似 解法 ,只 要 近似 程度 能 够 满足 实际 的 需要 ， 
问题 也 就 算得 到 了 解决 。 因 此 ,近似 方法 的 研究 是 很 必要 的 。 

本 章 介绍 应 用 较 多 的 三 种 近似 方法 :差分 法 、 变 分 法 和 有 限 元 
法 。 


$8.1 差分 法 


差分 法 是 数学 物理 方程 中 常用 的 数值 和 解法 ,本 节 主 要 介绍 差 
分 法 的 解 题 步 骤 , 它 的 基本 原理 是 :首先 将 问题 离散 化 ,用 差 商 代 
BAE ,将 微分 方 租 和 定 解 条 件 都 用 代数 方程 来 代替 。 其 次 , 解 这 
些 代数 方程 构成 的 方程 组 ,得 到 定 解 问题 的 近似 解 。 


]. 基本 概念 


D 差 商 | 
在 微分 学 中 , 微 商 被 定义 为 下 式 的 极限 


dy jim & = lim VE + 8) T y) 
dr Ao Ar *0 Ar 
上 式 又 可 写成 


dy | qu, X622 — y o Ax). 
dr ` lim AZ | 


= 249 * 


Cy . Jua y(z + Az) — yle — Az) 


d Ar-r1 2Az 
因此 , 当 |Az| 很 小 时 ,有 


dy 
MA 


dy 、 IE + Az) — x(2) dy | y) 一 y(r — Az) 
dz Ax dr Ax 


或 


dy yz 十 Az) — yla — Ar) 

dr .| 25x | 

这 就 是 说 , 微 商 E 用 差 商 来 代替 ,可 以 有 三 种 形式 ,我 们 称 
Ay  yG- Ar) — yG) ` 
Ar ` ` Ar 

为 函数 y — yE RE x 处 的 “向 前 差 商 ”, 称 

Ay _ y)  y(r — Ax) 


Ax Ar 
为 “向 后 差 商 ”, 称 | 
Ay | yG + Az) — ylz — Az) 


为 “中 心 差 高 "。 并 将 它们 统称 为 一 阶 差 商 。 
下 面 来 考虑 由 差 商 代 答 微 商 所 产生 的 误差 。 设 函数 y= yC) 
是 充分 光滑 的 ,由 泰勒 (Tayler) 公 式 有 


2 3 
yir + Ax) = y(z) + y (z)Ax + Ar) (xr) + (Az) ver) 


2! 3! 
4 
+ E y? (az) + oCArY? 
2 3 
yr 一 Arx) = ykz) — y! (DAT + D yn (z) — E yr) 
4 
+ ET y! (m) 一 o(Ar)S 
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去 掉 高 阶 项 ,得 到 


yG + Ax) — ya) — y' (z) = o(Az) 


Ax 
ylz) 一 xc — Ax) y Gr) = o(Az) 
xo MO aeo ne) — y (x) = o((Az ` 


由 此 可 见 , 选 取 不 同 的 差 商 去 代替 微 商 ,所 带 来 的 误差 也 不 同 。 用 
“向 前 差 商 ”与 “向 后 差 商 ”代替 微 商 的 误差 与 (Az) 同 阶 , 而 用 “中 
心 差 商 ”代替 微 商 的 误差 与 (Ax)? 同 阶 。 | 

当 Ar 固定 时 , 差 商 仍然 是 < 的 函数 ,所 以 ,对 这 个 函数 还 可 
以 求 它 的 差 商 .我 们 称 一 阶 差 商 的 差 商 为 二 阶 差 商 , 它 可 以 作为 二 
阶 导数 ( 微 商 ) 的 近似 值 。 对 于 二 阶 导数 当然 也 可 以 有 不 同 的 差 商 
去 替代 。 一 般 我 们 用 对 称 形 式 的 , 即 向 前 差 商 的 向 后 差 商 (或 向 后 
差 商 的 向 前 差 商 ) 来 近似 二 阶 导数 , 即 


yz+ Ar} — y(r)  yG) 一 yz 一 Az) 
H —— Ax Ac 
> Ax 


— yx + Ax) — 2y(z) + y(z — Ax) 
| (Ax)! 


容易 看 出 


yG + Ax) — 2y (2 + y(r — Ax) 
(Ax)! 


y” (x) = o(CAz)) 


BB iR 2E 55 CA? 同 阶 。 
对 于 多 元 函数 的 偏 导数 ,类 似 地 也 可 用 差 商 去 近似 ,例如 ,对 
二 元 函数 w(x,y) 在 点 (x,;y) 处 有 
. 251 ， 


u umb Ary) — uly) 

dr Arx 

Wu u(z,y + Ar) — u(z,y) 

9y Ay 

Pu m~ TAT,Y) 一 2u(z,y) + u(z 一 Axa) 

ax: <Ar)’ 

Fu ~ ulz, y + Ay) — 2u(z,y) + u(z,y — Ay) 

ay! (Ay)! | 

g 

Ea ~ meets + Az.yd-Ay)-—u(r-d Az,y - 一 ~ Ay) 
Tur — Az,y — Ay) — ula — Ax Ar,y + Ay)] (8. 1. 1) 
22 差分 方程 


将 泛 定 方程 中 的 偏 导数 用 差 商 去 代替 ， 就 得 到 了 差分 方程 .下 
面 以 三 类 典型 方程 为 例 来 建立 对 应 的 差分 方程 。 


(1) 二 维 拉 普 拉 斯 方程 为 


ARET 


用 式 (8. 1. 1) 中 相应 的 一 阶 莽 商 代入 这 定 方程 ,就 得 到 
ulr + Ar,y) — 2u(r,y) + ulr 一 Aryy) 


(Ar) 
+ u(z,y + Ay) — 2u(z,y) + u(z,y — Ay) = 0 
(Ay)? 
. (8.1.2) 
TEX (8. 1. 22 rF ,涉及 到 自 变量 的 点 y 


共有 五 点 ,如 图 8-1 所 示 。 因 此 , 它 
被 称 为 五 点 差分 格式 。 其 误差 为 
eC(CAz)* + (Ayy) 


(zy +A) 
(z+Az,y) 


《2) 热 传导 方程 的 差分 格式 
EREET E 
ou — 
“o pin 0, HRG. 1. DPH 图 8 一 1 
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应 的 差 商 代替 偏 导数 得 
Urst + M) — uCx,.t) 
At 


= a e + Axa — 2u(n,.0) + u(r — Art) 


(Ary: (8.1. 3) 


G,tFAD 


{z —Az,t0) 


图 8-2 图 8-3 
式 (8. 1. 3) 中 涉及 的 点 有 四 点 ,如 图 8-2。 其 误差 为 oCAr) 十 
oCCAz)?), 
(3) 一 维 波动 方程 的 差分 格式 。 
一 维 波动 方程 为 


将 式 (8. 1.1) 中 相应 的 差 商 代入 得 
u(x,t-- At) — 2uCr,t) + uCx,t — At) 
CAL)? I 


— a ulr Ax,t) — 2u(z,t) + u(x — Az,t) 
(0o CAzY 

RED o CAH CA), ACB. 1. 006 RBS SCRI 8-3 所 示 。 

在 差分 方程 中 ,我 们 采用 了 与 定 解 问题 中 相同 的 函数 符号 , 显 
然 二 者 是 不 尽 相 同 的 。 | 

若 函 数 u (z. XE] Az, At WAERTE rE , PRE ER 
数 为 差分 方程 的 解 。 下 面 ,我 们 用 网 络 法 求 这 些 差 分 方程 的 数值 
解 ,并 通过 对 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 进行 差分 法 求解 ,说 明 用 
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(8. 1. 4) 


差分 法 求解 定 解 问题 的 一 般 步 又。 
2. 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 差分 解法 
考虑 平面 有 界 区 域 0 上 的 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 
Ju Ju 
ka (8.1.5) 
u|r = fiG,y* (8. 1. 65 
其 中 卫 是 如 的 边界 ,上 是 了 上 的 已 知 函 数 。 | 


、 如 图 8-4、 图 8-5 所 示 ,为 用 差分 法 求解 第 一 边 值 问题 ,首先 用 
平行 于 坐标 轴 的 两 族 直线 


Ga, j+1) 


"Lu 
LA | Fe 
FABBBERBENX 


GD [EOD GELD 


图 8-4 | 图 8-5 
z= zí = ih G@=—0, +1, Ł2,) 
y = yj = jh (gz= 0, + 1, + 2,-**) 


将 roy 平面 分 割 成 许多 正方 形 , 称 为 正方 形 网 络 . 网 络 线 的 交点 称 
为 节点 ,小 正方 形 的 边 长 称 为 步 长 。 取 一 些 与 边界 D 较 接近 的 网 
络 节点 ,用 它们 连 成 的 折线 五 ly Ca Do P. 所 包围 的 全 部 
网 络 为 h, TR, EE 8 的 一 个 近似 的 区 域 ,0 内 的 节点 称 为 内 
节点 ,在 TI 上 的 节点 称 为 边界 节点 。 

所 谓 网 络 法 ,就 是 以 T. FCR DEL O, 代替 0; 以 差分 方程 中 
的 函数 在 各 节点 的 值 为 未 知 量 ,在 每 个 节点 上 建立 一 个 代数 方 
程 而 构成 代数 方程 组 ;以 代数 方程 组 代替 差分 方程 及 边界 条 件 , 解 
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代数 方程 组 就 得 到 差分 方程 的 未 知 函数 在 节点 处 的 近似 值 。 
令 U, OR u 在 节点 CASPE: oi , 由 天 点 差分 格式 有 


Dia — Ut DEt e L o (8. 1. 7) 


为 使 差分 方程 的 解 能 够 作为 微分 方程 解 的 近似 值 , 要 求 当 步 长 
h->0 时 ,误差 (或 称 截 断 误 差 ) 趋 于 零 , 并 称 这 个 条 件 为 相 容 性 条 
件 。 

Jr f& (8. 1. 7) 可 简写 成 


U; = IQ; Usa TU,,,-U,;, (81.8 


对 于 网 络 区 域 的 内 节点 来 说 ,其 周围 四 
个 相 邻 的 节点 都 落 在 要 求解 的 区 域 O, 
+T, 上, 故 式 (8. 1.8) 是 有 意义 的 。 

对 于 网 络 区域 的 边界 节点 Gn y) 
Er ,注意 到 边界 条 件 ule AG 
简 使 的 办 法 是 取 荆 上 与 此 节点 最 邻近 
的 点 (zz ZH ) 处 的 边界 值 f 作为 Uj 的 
值 。 如 图 8-6。 即 | 

Ui = fixi LG») € P.G y) € T 
Ge y; 5 Gu y) 最 邻近 ] (8.1.9) 
于 是 , 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 式 (8.1. 5) , 式 (8.1. 6) 就 用 线 
性 方程 式 (8. 1. 80 AG. 1.9) 近 似 代替 ,这 是 一 个 方程 个 数 与 未 知 
量 个 数 相同 的 线性 代数 方程 组 ,可 以 证 明 , 这 个 方程 组 的 解 是 存在 
且 唯 一 的 。 

我 们 可 以 采用 直接 的 方法 (如 消 元 法 等 等 ) 来 求解 ,为 保证 精 
确 度 , 步 长 往往 取得 很 小 ,致使 网 节点 很 多 ,从 而 受 电 子 计算 机 
存 贮 量 的 限制 而 产生 困难 ,所 以 ,常用 选 代 法 来 解 方程 组 。 

最 简单 的 迭代 方式 是 同步 欠 代 法 ,同步 迭代 法 的 步骤 如 下 。 

首先 ,任意 给 定 在 网 络 区 域内 节点 (xi,y;) 上 的 数值 {如 ;} 作 为 
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解 的 零 次 近似 ,把 这 组 数 代入 式 (8. 1. 8) 的 右 端 得 
UP = L[UR., HUP + US HUR] 


作为 一 次 近似 ,如 果 上 式 右 端 涉 及 到 边界 节点 上 的 值 时 , 则 用 式 
(8.1. 9) 中 的 已 知 值 代 入 (下 同 ) 。 
” 其 次 ,由 公式 

Ug» = LIU, + UD. + UP, +U] (k= 01.2, 
| (8. 1.10) 
O HARUP), WEEET ERES BI MERR EIUS (一 
0,1,2,…)。 可 以 证 明 ,不 论 零 次 近似 如 何 选 取 , 当 大 >co 时 ,此 序 
列 必 收 化 于 所 考察 的 差分 问题 的 解 。 所 以 ,当天 充分 大 时 (5 
就 给 出 所 要 求 的 近似 解 。 通 常 , 当 第 次 近似 值 UD 5598 2 -1 K 
近似 US 之 差 已 经 小 于 预定 的 误差 限 s(e>0) 时 , 即 


max [US — Ut" | exti S) Um -US Ie 


s up px. UG) CRT SUE U;, 的 近似 解 。 
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法 的 区 别 在 于 ;在 计算 第 十 1 次 近似 值 erD 时 ,如 果 某 些 邻 点 
的 & 十 1 次 近似 值 已 在 前 面 求 得 ,可 直接 把 这 些 值 代入 到 式 (8. 1. 
10) 的 右 端 ,代替 原来 应 代入 的 第 在 次 近似 值 ,为 此 ,在 用 异步 选 代 
法 求解 时 , 需 将 网 络 区 域 中 的 节点 按 一 定 的 顺序 排列 ,一般 常 采用 
自然 顺序 排列 , 即 以 最 下 排 的 最 左 一 个 内 节点 为 第 一 号 ,从 左 到 
右 ,由 下 至 上 依次 进行 送 代 ,参看 图 8-7。 这 时 和 迭代 公式 为 


k — 1 k k k (4 
Ui 一 4 U. + UP. + Uii) T UP) 


(8. 1 11) 
当然 ,如 果 右 端 中 涉及 边界 值 时 仍 用 边界 值 。 
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例 1 试用 差分 法 求解 下 列 问题 ， 
=— + — = 0 Oxcrx4 0xyx3 
u(0, y) = u(0,32 = 0 


u(4,y) = i»G — y) 


u(xX,0) = nac — x) 


要 求 精 确 到 小 数 第 二 位 。 

解 : 取 步 长 有 =1, 于 是 (2, 
=N, r, =r., WFP AH 14 
个 ,内 节点 6 个 ,如 图 8-8。 将 
内 节点 按 自 然 顺序 编 成 UL, 
U, UU, UU, E z=0 R 
y=3 上 的 边界 节点 处 的 值 都 
是 0, 在 y==0 的 边界 节点 处 ， 
按 “一 二 z(4 一 站) 计算 ， 自 左 到 图 8-8 
右 分 别 为 0,0.75,1,0.75,0; 在 z= 二 4 上 的 边界 节点 处 的 值 按 “= 
二 y(3 一 y) 计 算 , 分 别 为 0,0. 67,0. 67,0( 小 数 点 第 三 位 四 合 五 


入 )。 这 些 值 都 已 注 明 在 图 8-8 相应 节点 的 旁边 。 
OD 用 同步 友人 代 法 计算 | 
取 UP —0,:/—1,2,3,4,5,6, RAAR. 1. 100 8E E98 — X 8 
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代 值 为 周围 四 点 的 零 次 迭代 值 的 算术 平均 值 , 取 到 第 二 位 小 数 (小 
数 第 三 位 四 合 五 入 ), 写 在 零 次 值 的 下 面 如 图 8-9, 如 此 继续 下 去 ， 


; [0.36 0.58 0.59 
56 |0. 46 0.58 0.59 
0.52 0.59 
0.55 9.59 

0.57 0.59 


图 8-9 
直至 第 十 二 迭代 ,已 不 能 再 改进 精确 度 , 于 是 得 到 
Ug? = 0. 37 ULD = 0.56 U$? = 0.59 
UP? = 0.16 UP — 0.28 UŞ? = 0.39 
零 次 近似 值 的 选取 ,对 交代 收敛 的 速度 是 有 影响 的 .例如 上 例 
中 , 若 取 原来 边界 值 的 “平均 所 作为 零 次 近似 值 , 即 
Uf? = lox 9 + 0.75 X 2 + 1 + 0. 67 X 22 = 0, 27 
¿= 1,2,*,6, 
再 按 上 述 方法 计算 ,只 要 迭代 10 次 即 可 得 到 解 , 如 图 8-10。 
(2) REPERIS 
X Uf? —0. 27,171,2,3.4,5,6, WERF ,利用 公式 (8. 1. 
11) 计 算 , 并 将 算得 的 各 次 近代 值 记 录 在 图 8-11 E. HETA, F 
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步 迷 代 法 收敛 速度 确实 比 同步 迭代 法 快 很 多 。 它 仅 需 进行 6 KE 
代 , 就 能 得 到 所 要 求 的 解 。 


0. 67 


0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0. 
0, 
0. 
p. | 
0. 
0. 


> 
~ 
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I RS ii THR SERLO 2 E 3 MRP ERE 
计算 到 小 数 点 第 六 位 , 算 到 第 14 次 迭代 就 能 得 到 解 
U, = 0.367149 U, = 0. 557970 
U, = 0.589371 U, = 0.160627 
U, = 0. 275362 U, = 0. 382850 
实际 应 用 中 ,在 求解 区 域 的 边界 上 ,还 常常 给 出 第 二 类 或 第 三 
类 边界 条 件 ,第 二 类 、 第 三 类 边界 条 件 可 表 为 


du 
(F + ou EL (8. 1.12) 


其 中 ox,9) 及 f(x,y) 在 上 是 已 知 函 数 , 且 720, ZRA u 的 
外 法 线 方向 , 当 00 时 , 式 (8. 1. 12) 为 第 二 类 边界 条 件 。 

为 了 列 出 相应 于 边界 条 件 式 (8. 1. 12) 的 差分 方程 ,对 网 络 区 
域 边 界 D. 的 任 一 节点 P Guy ,从 它 出 发 向 边界 曲线 Tr EER 
交 卫 于 点 P' , 设 此 垂 线 与 > 轴 正 向 的 夹 角 为 4, 如 图 8-12。 


由 于 外 法 向 微 商 
Ou | M PEE gu sos A 
及 一 gesn 3,005 ny 


图 8-12 


其 中 1 为 区 域 的 外 法 线 方向 。 因 为 PP' 是 边界 曲线 D iiA 
P'E AA, P P 的 方 同 就 是 了 P' 点 处 的 外 法 线 方向 , 故 有 
-260 ， . 


x= . f 
— -- a|] = sina 


2 


A 
COS nr= cos(m — r) = — cosa 


^ 
COS rt y-- COS 


用 差 商 


U(P) — U(F) ` 
ge (Q) 


RET E. BL /(P'408 UD E PORE G (P), WR 
(8.1. 12) 化 为 


-UQ) C UOD osa UOD LUGD s p POUP) 


UG) —UCCP) 
h 


= fP) 
将 上 式 改写 成 


UC) = U (G)cosa + UCF)sina + Af (P") 


cosa + sina + ho(P* ) 

对 每 一 个 边界 节点 ,都 可 以 列 出 如 式 (8. 1.13) 的 差分 方程 .将 这 些 
方程 同 所 有 内 节点 对 应 的 方程 一 并 构成 方程 组 ,同样 得 到 一 个 方 
程 个 数 等 于 未 知 量 个 数 的 线性 代数 方程 组 。 


3. 波动 方程 第 一 类 边界 条 件 混合 问题 的 差分 解法 


(8.1.13) 


考察 弦 振 动 方程 的 混合 问题 
a LEE =0 0<xz<1 0<:<T (8.1.10 
"EP >. = JG) (8.1.15) 
| ul. = (t) ul, = mü) (8.1.16) 
作 两 族 平行 线 


> = zx, = IAT ¿= 0,1,2 m 


£ [j = jM J = 0,1,2 sm 


其 中 Az= Are 二 。 这 两 族 直线 把 平面 区 域 0 和 <z<0,0<4< 了 7 
分 成 矩形 网 格 。 如 图 8-13。 
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图 8-13 
记 内 节点 (ziywi) 处 u 的 近似 值 为 U;,i—1.2.3,**,m „j=l, 
2,8, Te RLABIO HET R ER 


(Aż)? 


和 
u (x, + Ax tj) — Zur.) + u (z, 一 Az.) 
(Ax)! 


代替 。 于 是 微分 方程 (8. 1. 14) 就 用 下 列 差分 方程 
Una — 2U; + Una 7 QU — 2U4 + Ua 
(D? a (Az)! = 9 
ERE. Bosa S BIS 
Un = Uj Ua D 4-20 — DU U... , 
或 写作 | 
Una = 2U,, — Unga d v Qu HU — 2U;) 
¿(= 1,2,3,- mm — 1; = 1,2,3, nn — 1 (8.1.17) 
由 初始 条 件 式 (8. 1. 15) 即 得 
Uio = g(z;) i-1.2,3,-5.m — 1 (8. 1. 18) 
U,, ~ Uo = pr)At 
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即 U a =U o HPA 11,2,3, m — 1 (8. 1.19) 
再 由 边界 条 件 式 (8. 1. 16048 

Uoj = t, 0A Umi — im (At) (8. 1. 20) 
由 式 (8. 1. 17), 388.1. 180 X C8. 1. 19 DIS C8. 1. 20) 组 成 差分 方 
程 定 解 问题 。 在 差分 方程 式 (8. 1.17) 中 涉及 到 五 个 节点 ,第 j 二 1 
排 的 内 节点 处 的 值 ,是 由 第 了 了 排 相 邻 三 个 节点 处 的 值 和 第 j 一 1 HE 
的 相 邻 一 个 节点 处 的 值 决定 的 。 

由 式 (8. 1.18) 知 ,k= 二 0 时 这 一 排 的 值 ro 都 是 已 知 的 ,由 式 
(8.1.19) 知 DT 一 Do 十 VCzDAt 从 而 0 排 节点 与 1 排 节 点 处 的 值 
已 求 得 ,利用 j=0 及 j=1 两 排 节点 处 Ui 的 值 及 公式 (8. 1. 17) 就 
可 求 出 j=2 那 一 排 上 所 有 内 节点 Us 的 值 。 如 此 一 步 一 步 逐 排 计 
TE ,就 能 求 出 所 有 内 节点 处 Ui,, 的 值 。 

例 2 试用 差分 法 求 下 列 混合 问题 


Fu fu . 

. àu 
u |i—o = sinxz, TY E = x(] — x) 
u |= = u| = 0 


a 


解 : 取 Ax—0. 2, — 5E — 1, AtL— 0. 2, HÈ C8. 1. 172, 
(8.1. 182, 3X C8. 1. 190 05X C8. 1. 20) 得 相应 的 差分 方程 的 定 解 问 
题 为 

U, —*- U, a HUn HU G= 1,2,3,4;j= 1,2) 
Uo = sinr + ¿A=) 
U,, = sin(x * iAr) + :Az(1 — iA22At 
U,,— 0,U,,—0 j—1,2,3 
第 0 MEB LC =0)H U, — sin Oo. 22x) 得 

| Us=0 U,,— 0.58779. Uo = 0.95106 

U; = 0.95106 U,» = 0.58779 U,, = 0 
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第 一 排 ,由 Us =sin x 十 0. 22(1 一 0. 200.2 计算 
U,, =0 Ui=0.61979 U,, = 0.99906 
U, = 0,99906 U,, = 0.61979 U,,—0 
第 二 排 ,第 三 排 由 U... m UL FU, HU; a MEGA 2) 
计算 结果 如 表 8-1 所 示 


š * 8-1 


j=3 M 0. 04800] 0. 08000] 0. 08000 0. 04800 
2 0 euer 0. 66779|0. 66779,0. 41127 


0 10.61979|0. 99906 | 0. 39906 | 0. 619791 0 


| 
— 

. 1 0 | 
E 


m" 


0 


当 节 点 数量 很 大 时 ,上 述 计算 可 利用 电子 计算 机 ,根据 计算 步 
又 编制 计算 框图 ,采用 某 种 算法 语言 实现 上 述 计算 ， 

可 以 证 明 , 当 oa E1 时 ,差分 格式 (8.1. 17) 一 式 (8. 1. 
20) 不 仅 是 稳定 的 ,而 且 是 收敛 的 。 在 定 解 条 件 满足 一 定 光滑 性 条 
件 下 ,此 解 必 收 伍 到 定 解 问题 式 (8. 1. 14) 一 式 (8.1.16) 的 解 wx。 

差分 格式 是 稳定 的 , 意 指 :差分 方程 的 解 由 于 合 入 误差 的 影响 
所 产生 的 偏差 .可 以 得 到 控制 。 精 确 的 定义 可 在 参考 文献 [1] 中 找 
到 。 


4. 热传导 方程 的 差分 格式 
考察 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 


rz 2 
K = S (0 <xz< !,0 <t <T) 
¿ dr 


uj. Pa) (0< x< D 
fano = Asu |e = p) OxtcT 
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为 保证 解 的 连续 性 ,所 给 的 初始 条 件 与 边界 条 件 须 满足 (0) 一 
EO 90) — uO0, MERER. 为 了 列 出 混合 问题 (8. 1. 21) 的 


差分 格式 , 作 两 族 平行 线 
T= g; = Az, = 0.1.2,-. N 


£ = t; = jt, 7 = 01,2, [| 
Job acc xs M [is | .这 两 族 直线 形成 的 矩形 网 络 将 求解 区 域 
(OC Osce T WES m 8-14. 


l 


o r,—i4Ar 
Az , 


图 8-14 
WI Geist b u 的 近似 值 为 Uijsi=1,2,…,N 一 1,j 二 
T? an 
bie-ebA. 分 别 用 差 商 


u(xist)) mu Z t; 一 Ar) 
At 


, 


gx T Az. — AD 一 2u Cr, st; -一 At) + ulz; 一 Ax t, — AD 
CAx)! l 


Alio eub lr A 2 ,得 相应 的 差分 方程 
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. . TT 
i = 1,2,3, N —1 j= 1,2,3,..,| 5] 


式 (8.1.21) 中 的 初始 条 件 与 边界 条 件 可 分 别 化 为 
Uo = CIAz) i = 0,1,2, N 


U,,; = a (At) Uy; = mGA) j 一 1,2,…,| 忘 | 


记 oa! 总, 则 差分 格式 可 简写 成 
U, = eU; iii b Unas H (1 — 29)U,; 1(8. 1. 22) 
U, = gGAz) i = 0,12; N (8. 1. 23) 
Uoj = tu CAO Un, = (At) 


At 
HACS. 1. 230,58 0 排 节 点 处 的 值 已 知 ,利用 式 (8.1. 22? 第 一 排 内 
节点 处 的 值 可 由 0 排 节点 处 的 值 计 算出 来 ,又 由 式 (8. 1.24) 知 ,第 
”一 排 边 界 节点 处 的 值 已 知 ,所 以 第 一 排 全 部 节点 处 的 值 都 已 求 得 ， 
这 样 逐 排 计算 下 去 ,可 以 求 得 所 有 内 节点 处 的 值 Ui;。 


可 以 证 明 , 只 要 定 解 问题 式 (8. 1. 21) 的 解 ule O EKR Cr, 


y Osce OLT TER ERRA PEU A COT D 


当 w=a’ Aa AARG. 1. 2223 (8. 1. 24) 是 稳定 
的 , 且 它 的 解 U 收敛 于 定 解 间 题 式 (8., 1. 21) 的 解 u。 


$8.2 恋 分 方法 
变 分 法 是 数学 物理 方程 中 的 一 个 重要 方法 ,本 节 简 要 介绍 变 


分 问题 直接 解法 中 最 重要 的 两 种 ; 端 利 -里 效法 和 迎 辽 金 法 。 现 在 
先 叙述 变 分 问题 。 


j= 12,35 [I (8. 1. 24) 
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1. 变 分 问题 


设 Me Cto s YOA M, Ce y dé oy 平面 上 的 两 个 固定 点 。 连接 
这 两 点 的 任 一 光滑 曲线 C 的 方程 y 9 y GOWS IE AR VE yo y (ao), 


y= yG) BMM I KE a 
J = | VI + [y (rx) Pdz 
显然 ,数值 J (ECT IR COSA 
JLy] -| V1 + Dy Go dx 


试问 :y=y(x) 是 怎样 的 函数 时 ,J[y] 取 得 极 小 值 ,图 8-15。 并 称 这 
个 问题 为 短程 线 问题 。 

由 于 数量 J[y] 是 依赖 ， 
于 函数 y= y C) ARR 
赖 于 函数 的 函数 叫做 泛 函 ， 
于 是 有 

定义 1 设 {y(x)} 是 已 
给 的 具有 某 种 共同 性 质 的 函 MG? 
数 集 , 如 果 对 集中 任 一 函数 
y(z) 恒 有 某 个 确定 的 数 与 
之 对 应 , 记 为 JLyG)j 或 了 7 图 8-15 
[fy], 则 称 J[y] 是 定义 于 集 
(y GO) EB)—" T EE 

这 个 定义 也 可 以 推广 到 多 元 变量 的 情形 ,例如 , {f(z,y,z)) 
是 空间 域 0 上 的 一 类 一 阶 连续 可 微 的 函数 , 则 


s= fE) + | +[2] + 2f Jao 


dy dz 
就 是 定义 在 某 三 元 函数 集 上 的 一 个 泛 范 。 
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由 此 可 见 , 上 述 短程 线 问题 实质 上 就 是 江西。 
JL] -| AYDGM ， 


的 极 值 问 题 。 其 定义 域 为 在 区 间 [ 志 ,zx;] 上 具有 一 阶 连 续 导数 且 满 
足 yir) = yoy) = =y 的 消 数 集合 {y(zx))。 即 求 
y' G) € {y(z)} 使 得 J[y*] = J, 

在 微 积分 学 中 我 们 知道 ,函数 极 值 是 函数 的 局 部 性 质 , 即 
f(z) 在 xo 处 取得 极 小 值 是 指 对 z 的 邻 域 SCzo) 中 的 任 一 点 zx, 都 
有 /zxzo) 委 70z)，( 极 大 值 时 ,不 等 号 相反 ) 。 类 似 地 我 们 可 以 定义 
泛 函 的 极 值 。 首 先 引 入 函数 距离 的 概念 。 

FREE 设 y(z),y(z) 在 区 间 (a;,0) 内 有 定义 ,我 们 称 

Sup |y(z) 一 xG2 | 为 函数 y 与 的 零 级 距离 。 

一 级 距离 设 yl) yi GOXEIX BIG ,0 内 可 导 ， 我 们 称 

maxi sup |y(z2) — (2| — sup-]y Ge — y'i (x) l) 
为 函数 y 与 y; 的 一 级 距离 。 

m 级 距离 。 设 y(z)、y1(z) 在 区 间 (a,0) 内 具有 直到 xm 阶 的 导 
up |y(z) — X (z). Sup ly (2) — y' GO p, 
up |y ^ (x) — 3$? C) | 
中 最 大 的 一 个 数 , 叫 做 函数 y 与 y 的 m 级 距离 。 

现在 我 们 可 以 定义 函数 yo GO B] ER 

零 级 邻 域 ”函数 y,(x) 的 零 级 6 邻 域 是 指 ;与 函数 y OE. 
级 距离 小 于 正 数 e 的 函数 全 体 , 记 作 Ue Cy, 

一 级 邻 域 函数 y,(x) 的 一 级 6 邻 域 是 指 ;与 函数 yo (xz) 的 一 
级 距离 小 于 正 数 s 的 函数 全 体 , 记 作 UP y), 

定义 2 设 /[vj 是 定义 在 函数 类 {y(x)} 上 的 这 函 ,如 果 存 在 
一 个 y € tr 及 一 个 全 0, 使 得 对 一 切 yEU.(yo) 成 立 不 等 式 

| Js] < J [>J | 
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MUJ PRE JEE yo 处 取得 相对 极 小 值 ( 相 对 极 大 值 情况 时 ,不 等 
号 相反 )。 | 

泛 函 数 的 相对 极 小 ( 极 大 ) 值 ,相当 于 普通 函数 的 极 小 ( 极 大 ) 
Ë. 

定义 3 Wy»GX)€liyG)). yGOXBET ya FE 
函数 ,如 果 泛 函 J [yo] GRO JL y ] WI VEZ EC JL y fE y. Ce) E 
取得 了 绝对 极 小 值 (或 绝对 极 大 值 )。 

泛 函 在 某 函 数 类 上 的 绝对 极 值 , 相 当 于 普通 函数 在 某 个 域 上 
的 最 小 (最 大 ) 值 。 | 

泛 函 的 极 值 问 题 又 称 为 变 分 问题 。 


2. 基本 引 理 、 极 值 的 必要 条 件 


基本 引 理 i fe c ([z,, D , # Xt T ff I| A 2o) = 
yez) = 0 8)7€ eG. ERE 


[Fonda = 0 


To 


WEE no ms ] FIE48 f a)==0, 

证 明 ; 用 反 证 法 。 假设 f(x}) 闫 0. 不 妨 设 在 某 6E Lrs rJ., 
fFG)»0. [839 f€cCExs zx D RETT 8 853 — 36,6 ] E RE 
EfG26»0, 为 某 一 确定 的 正 数 。 其 次 ,在 [x。,z1] 上 构造 一 符 
合 引 理 条 件 的 函数 


z, £ 


[Foda = fræ (z — D (> — ê dr 
s, 


To 
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£ 


> efke — Y (z — &yYdr > 0 
o 


与 假设 [Gon Gode = 0 相 矛 盾 ,矛盾 的 结果 表明 在 [zuyzi] 上 只 


能 有 f(a)=0, 

这 个 引 理 对 多 元 范 数 也 成 立 。 即 有 

设 /Ec"(D), 其 中 D 是 平面 有 界 区域 且 有 边界 c, 若 对 任何 
满足 7(z,?)1. 一 0 的 7Ec(CD) , 恒 成 立 有 


ffys dzd = 0 


MEDEEA f, y)=0 
| WE BH 5; — GPS S PF60800 284. A, 
[Cz — z): + (y — y> — ó*]^, 
gx.) = | (z — T} + (y — y): <ç à 
0, 其 它 
EHG, yE Ty Z 0 ,是 充分 小 的 正 数 ,2 >&。 
现在 来 讨论 泛 函 


J[y] 一 |fez,y.y d (8. 2.1) 


取 极 值 的 必要 条 件 ，。 
(O3 f£ € 800) 为 符合 基 引 理 条件 的 任 一 函数 ,y(x) € c: 是 
iE PRX CS. 2. 1) 的 极 值 曲线 ,对 于 任 给 的 e 汪 0, 取 a 充分 小 ,使 得 
YT) + an(z) € UP [y€2)] 
将 y(z) 十 xyz 代入 泛 函 式 得 


J[y] = |f yo + eG). y (z) + ay (z) ldz 


由 于 y(z) 假 设 为 已 知 , T0 是 任意 取 定 的 ,所 以 J[yj 实 际 上 变 
为 参数 a 的 一 元 函数 
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b 
J[e] = [zya + anl), y (z) 十 a7 Ge) ]dx 


显然 , 当 a==0 时 ,J[aj 取 得 极 值 , 故 有 
J'[a]l.-., = 0x J'[0] = 0 
利用 含 参 变量 积分 的 求 导 法 则 可 得 


J'[0] = JU Gros 0G Hf Gy yn Gojdx 
对 等 式 右 端 第 二 项 积分 进行 分 部 积分 。 和 
b 5 
rto] = [A ade + ne — [nio Esdr 
= foot + | U£, — Esmod 
利用 条 件 7(e) = 90) = 0, 由 (0) 二 0, 上 式 变 为 


[I — iLrmoods — o 


由 基本 引 理 有 
f, — T, = 0 | (8. 2. 2) 
2 
或 
f, — fyz — y' fy Ú — yf, == 0 (8.2.3) 


式 (8. 2.2) 通 常 称 为 泛 函 式 (8. 2. 1) 的 欧 拉 (Euler) 方 程 。 由 此 可 
TL, ZEE BR C. 2.1) 有 极 值 , 则 其 极 值 曲线 可 以 从 它 的 欧 拉 方程 
的 积分 曲线 族 中 去 求 。 

对 于 依赖 于 多 元 函数 的 泛 函 ,例如 在 二 重 积分 底 函 


J[u(z,y)] = ]| fcio dard (8. 2. 4) 
中 ,给 定 了 边界 条 件 
utzy)|r=9 
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值 的 函数 w(z,y) 必 须 满足 的 欧 拉 方程 
9 
ff 


这 个 方程 , 常 称 为 奥 斯 特 洛 格 拉 德 斯 基 方程 , (简称 为 奥 氏 方程 ) 。 
因此 ,对 三 重 积分 泛 函 


J[uG,y, 1 = Bf Ges ys u )dzdydz 
其 奥 氏 方程 是 | 
— x. - ip =o 
例 3 Ruay] HT z e (E) À jazdy it 
ARTE o 
解 :因为 eyun Z) HE) -iut 


9 9 
f— a y.-95 


-4-2$3—-25379 
所 以 奥 氏 方程 为 
TE 
we aata- [IRI (8) (87 
+ duf (ysa) dV 的 奥 氏 方程 。 

88 ;因为 
zyyzoastayayoaz) = z) + E E E + 2uf 
BUR 2f 225 - 225 - 295 o | 
即 奥 氏 方 程 为 
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Fu fu , du 
dr’ + ay De 


综 上 所 述 可 见 , 求 解 变 分 极 值 问题 都 是 珊 过 求解 微分 方程 边 值 问 
题 而 得 到 的 。 反 之 ,能 否 将 微分 方程 的 边 值 问题 在 适当 的 条 件 下 ， 
利用 变 分 方法 来 解决 呢 ? 

3. 变 分 原理 ( 狄 利克 莱 定理 ) 


定理 拉 普 拉 斯 方程 第 三 边 值 问题 


Cryyyz) 


A= P LR I (z,y) € D (8. 2. 5) 
FEES E (8. 2. 6) 


H UK a BERT IRE a" Gr 30 — XE BET BR 
J[u(z,y)] = zl =) + [到 Jazdy 


+| [ow — us] ds (8. 2. 7) 
ri 2 


其 中 械 为 DD 的 边界 ,s 为 夏 上 的 弧 长 参数 ,o 之 0, 且 至 少 在 一 部 分 
边界 .上 c>0。 取 到 最 小 值 ; 反 之 ,使 泛 函 式 (8. 2.7) 取 到 最 小 值 的 
二 次 连续 可 微 函 数 =u" (zyy) 一 定 是 拉 普 拉 斯 方程 第 三 边 值 问 
题 式 (8. 2. 50, 3X (8. 2. 6) 的 解 。 
对 于 非 齐 次 拉 普 拉 斯 方程 的 第 三 边 值 问题 
f Au = F (8. 2. 8) 
| E + eu 


QUU (8. 2. 9) 
# BU BS Jy | 
J[«] = illl z] E El E 2Fu |dzdy + 上 
也 成 立 与 上 述 类 似 的 变 分 原理 。 ， 

如 果 式 (8. 2. 9) 中 x 一 -0,v = 0, TJJ2Z BR 


jet 一 vu! ds 
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a= [fia 3l + [S] arent 


dy 


"TE xl = 0H F=0 Rf TRUE RS 

na Lf) - (ae 

定理 的 证 明 可 参阅 文献 [1] AAN. omn 
4. 里 效法 | i 


里 效法 是 变 分 问题 直接 解法 中 最 重要 的 一 种 ， 它 的 基本 思想 
是 ,不 把 泛 函 JJ] 的 极 值 放 在 变 分 问题 里 的 任意 极端 曲线 上 考 
虑 ,而 是 放 在 具有 常 系数 的 各 种 可 能 的 线性 组 合 


y = Da) 


上 来 考虑 ， PRIR ln GO e GO ` “…,Ui《T),"…} 具 有 相对 完备 
性 。 即 具有 性 质 
(1) 每 一 个 ww(z) 在 JUy EATUR D 内 有 定义 
(2) 任意 有 限 多 个 函数 都 是 线性 无 关 的 ~ 
(3) 对 ,所 yj] 定义 域 函 数 类 {y(z)} 中 的 任 一 y G0 XE] E BS 
某 阶 导数 ,对 任意 的 e>0, 恒 可 找到 某 个 线性 组 合 
Y= cu (Z) + esu; Cx) + ee + cuu) 
在 定义 域内 成 立 
I» — xd = iy — UM < 


k 


|»! (z) 一 Da Qr) «6e 


|» (x) 一 eut) | «E 
4E 3X FEIJ ZX VE ZR dr XXE (IZ ER J[yj 转 变 成 系数 016 ,ci 的 


EX JLo Czat" scalo 选取 ci 1.2.3.7 T» JLa Cza”? sc iX 
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到 极 值 。 故 c 1.2.3. 20 E HH 7r REÉH 


—0 (i 1,2,3,'**,k) 


FIS 


来 确定 。 
令 k—> o, 当 极 限 lim 5 can (z) 存在 时 ,我 们 就 得 到 函数 


yiL) = 3m 
J 34 48 tH , h E Ze 2 8 21| y BO VCT), ys (m), ya Cr), 
eS 其 中 G2 = 2 cala), C7 PER EA A RME 


序列 。 对 于 这 一 序列 , 泛 函 值 
JixibJE» de JE» , 
收敛 于 泛 函 7[yj 的 极 小 值 或 其 下 确 界 ,但 由 
lim, G) J = minJ[y(z)] 
并 不 能 推出 limysCz) = ye), 
在 实际 计算 中 ,即使 收敛 性 未 得 到 理论 上 的 证 实 , 但 只 要 连续 
二 次 或 三 次 所 得 到 的 结果 极其 接近 , 便 认为 所 得 的 >x, Co) Jë f sk 
函数 y(z) 较 好 的 近似 表达 式 。 
现在 我 们 用 一 个 简单 的 变 分 问题 


ti 


JLy] = [FG yy dz 
Tg (8. 2. 10) 


yr) = 0 ylz) = 0 
来 简 述 里 效法 的 解 题 步骤 。 在 此 ,边界 条 件 是 两 端 固定 的 特殊 情 
况 , 但 并 不 失 一 般 性 ,因为 当 边界 条 件 是 非 齐 次 的 , 即 y Gn — yo, 
y(z1) 二 yi 而 二 者 不 同时 为 零 时 , 作 函 数 代 换 


z= 和 
z—yG)- IA» (8.2.11) 


就 有 z(r)-—z(z1)-0, 
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解 题 步骤 是 
D 取 定 一 相对 完备 的 函数 列 
| UI Gr) ug Gr) tuu m) en 
并 使 其 中 每 一 个 都 满足 边界 条 件 式 (8. 2. 11)。 该 函数 序列 的 选取 
对 于 下 一 步 计算 的 复杂 程度 有 很 大 的 影响 。 通 常 取 
(1, x ,z5 aat ) 
或 (1,cosr,sinr,cos2r,sin2z,-*) xE [zr] 
X nam mU E r=0, r=] 处 均等 于 零 , 则 可 选取 
| (r(1 — x)z- x»eezrtc-x.ee) 
对 于 变 分 问题 式 (8. 2. 100 、 式 (8. 2. 130 ,可 取 为 


u,(r) = (£ — xj) (z, — x! W u, (z) = sin Eriz a? 
2) 将 线性 组 合 
y, (z) = ciu Ge) + caus (z) + t + cah (mz) (8. 2.12) 
视 作 式 (8. 2. 10) 的 近似 解 ;显然 ;无 论 常数 Ci sC2 » *** 5 Ck 取 何 值 ， FER 
数 yi(x) 总 满足 边界 条 件 式 (8. 2. 1D ,将 式 (8. 2. 12 4 A 2 (8. 2. 


1089 3 CysC2p » tt 3 Cx 的 函数 


^ k k 
J[e ca s sci] = fe x£, Y cau (z), S ycu (x)) dz 
= i=1 i=l 


| (8.2.13) 
3) 求 函数 (8. 2. 13) 的 极 值 。 由 方程 组 
Yo G = 1,2,3,,5) 


IE Cot sci 代入 式 (8, 2. 12), 即 函数 序列 (yw(z)}。 可 以 证 明 
limJ[>x;, (z) ] = minJ[ y(z)] 


在 实际 应 用 中 ,往往 取 w%(z) 的 前 若干 项 作为 问题 式 (8, 2. 100 


* (D BÉ f A EB JU LA Ph B] (kak 8 BJ P 3k , ni CRT W pa 2S LIT VF BRE 
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(8. 2. 11) 的 近似 解 。 

例 $ 用 里 兹 法 求 变 分 问题 

x = | or — y! + 4xy)dx 
y(0)= 0 y(1) = 0 

的 近似 解 。 

解 ;: 选 取 相 对 完备 泗 数 序列 

u (z) = (1 — zx) (k = 1,2,3,*) 

显然 ,其 中 每 个 函数 都 满足 所 给 的 边界 条 件 。 

作 线 性 组 合 y, (z) = EDO o ÆR yi =c,z(1-— z) N2Z 
m J[y] 得 
J[y] = Jle] = | teta 一 2x) — cixill — r) + da d 
x) dz 


dJ[c ] 
E Dedi ^S P — 
Y dc, 二 0 得 


fiaa — 2x) — 2[c,z (1 — +) — 2e] — z))dx = 0 
由 此 有 
is--i 解 得 a=- 2 
得 一 次 近似 解 
s (z) 一 一 Sad — r) 
再 取 y, GO =c iz(]—z)+c,22(] —z) 
由 类 似 上 述 运 算 过 程 可 得 
_— 1 7 
y: (z) 二 一 2x(1 »| 369 + d 
我 们 来 看 看 近似 解 C0 y C BJ K (UE BE SETTE CE 4 [n] 
题 , 其 欧 拉 方程 是 
y!" + y — 2z = 0 
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容易 验证 , 它 的 精确 解 是 


yG) = 2r f s 


sin] 


& ==, 3 E m it, KRENE 8-2 所 示 。 
表 8-2 


oi 
— 60. 0888 
70. 1333 


— 0. 1333 
— 0. 0888 


HÆ 8-2 Rf Bb, yi (z) 382438 88, B %(z) 的 误差 就 已 经 很 小 了 。 
例 6 用 里 效法 求 定 解 问题 


一 0. 1251 


Pu, fu 
» w ay 2 
ulr—0 


的 近似 解 。 其 中 械 表示 区 域 D( 一 a 过 x 所 a, 一 6 之 y 志 6) 的 边界 。 
解 :由 变 分 原理 , 消 松 方程 第 一 边 值 问题 等 价 于 泛 函 极 值 问题 
J[u(z,y)] = NI x 十 [这 4u dd. 2.14) 
u(r,y)|r = 0 (8. 2. 15) 
由 于 方程 本 身 及 边界 条 件 关 于 z SHA y 轴 是 对 称 的 ,因此 ， 
BE AT F z Shi y 轴 也 应 是 对 称 的 , 且 只 会 出 现 偶 次 方 , 故 相 对 完 
备 函 数 系 可 取 作 | 
p = (a! — r’) — D, = PT PD = Quy yere 
从 而 一 次 近似 解 形 式 为 
ur, y) = c (a° — x2) — y?) (8.2.16) 
将 (8.2.16) 代 入 式 (8. 2. 14048 
Tj = | [atateia? — yore yat ~ 2] 
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— c (a: — x!) (P — y2))dxzdy 


sA o. k = 29 _ 
Hor &, = 0 R48 C, 一 4(a* E) ,因此 得 
. 5 (a* — 22) (b° — y?) 
ux y) = + z zry > 


作 二 次 近似 , 令 | 
u, (m, y) = (a: — a) — y) (c, + cx + cy?) 
3 Ui Eus Gr 34A (2. 10/8 
MEE =0 G-12,2 
解 联 立 方程 组 得 


c = 35(9a* + 130a'5* + 955) 
1 16(45a° + 509a*b* + 509a?b* + 4555) 


_ 105(9a: + b) 
16(45a° + 509a*5* + 509a*5* + 456°) 


_ 105(a2 + 95?) 
16(45a* + 509a% + 509a*b* + 45605) 


把 它们 代入 zw(zyy) 中 即 得 第 二 次 近似 解 。 
例 7 用 里 效法 求 下 列 边 值 问题 
» + À = 0 
u |p= = 0 | 
的 固有 值 和 各 向 对 称 的 固有 函数 ,其 中 oa 是 圆 形 区 域 的 边界 。 
解 ; 容 易 验证 , 泛 定 方程 是 汉 函 
J[u(z,y)] = IU) + x — w |dzdy 
极 值 问题 的 奥 氏 方程 。 | 
由 于 区 域 D 是 以 原点 为 中 心 ,a 为 半径 的 圆 ,相对 完备 函数 系 
可 取 为 


C4 


C3 


à Co) 一 (a? — phy (k = 1,2,3,:) 
又 由 解 为 各 向 对 称 的 , 故 它 只 含有 p 的 偶 次 方 ,于 是 近似 函数 为 
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u (0) = cı Ca? c7 e) + c, (a? 一 Py f 
将 它 代 入 泛 函 7[ 得 


Goss e [CR] [3 E] etes 


no 


a0 lox 8 
= "|: 2a' 一 34 + c Fu — 
SEDE l od ] 
3 
A 
Y 
f af | 2 23 | 2 1 11 
FIELDS 3^ — a| c, = 0 
1 * ! 


lal 8 Ia 
2-0 bees 


解 齐 次 方程 组 , 取 较 小 的 一 个 和 ,有 


8 2 2 
3^" 一 FEES == Ü 


i 


€; _ 0.038 
从 而 得 近似 的 固有 值 与 固有 函数 为 
À = 5.7841 
_ a (a: — gh) + 0.638(4^ — 9» 
“= 1. 638 
精确 值 与 近似 值 的 比较 如 表 8-3 所 示 。 
x 8-3 


"TERT. 


a* 


0. 943 | 0. 783 
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5. 伽 辽 金 法 


伽 辽 金 法 是 里 兹 法 的 推广 , 它 直 接 从 微分 方程 出 发 , 求 得 近似 
解 式 中 若干 系数 。 这 样 可 绕 过 找 不 到 适合 的 泛 函 的 困难 。 所 以 , 它 
较 里 兹 法 扩大 了 应 用 范围 。 现 以 求 边 值 问 题 


Ë 表示 微分 算 子 L= [a IEEE 


| = ic [ac E c(z)y = f(x) 
y(0)=0 yD = 0 
Ji DL RE Ul. Hr ZR FL DE E HORE MA EESH IB URL REL t R. 
1) 选 取 一 个 相对 完备 的 函数 系 | 
uy Gr) us Gr) n u Cr) nn) 
这 些 函 数 都 能 满足 所 给 边界 条 件 。 
2) 取 线性 组 合 : 
y| (z) = cun (z) + eus Gn) 十 … + eur) 
作为 微分 方程 的 近似 解 , 其 中 ciG=1,2,3,…,k) 待 定 。 显然 , 它 满 
足 边 界 条 件 。 如 果 所 设 沙 数 恰好 是 边 值 间 题 的 解 , 则 应 有 
Ly, = f 
但 一 般 不 会 如 此 巧合 ,为 使 上 式 两 端 在 整个 区 域 D 内 尽 可 能 一 
致 , 需 适 当选 择 线性 组 合 中 的 系数 GG 1.2.3 k). 
3) 按 催 辽 金 的 办 法 是 用 ulr) us C3 u GO 33 Ly, = 
-的 两 边 ,再 令 积分 
| em 一 Jf)u,(z)dz = 0 i = ]1,.2,3.-.4 


B[ | [z Dem) — f jude = 0 P 1,2,3,.À 
4) 由 积分 后 得 到 的 含 ccG=1,2,…,) 的 个 方程 组 中 解 出 
ci 代入 2) 中 的 y, 即 得 所 求 的 近似 解 。 I 
5H k BUS kl ,重复 以 上 步骤 。 若 连续 两 次 (或 三 次 ) 所 得 
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结果 相差 不 大 , 即 得 近似 解 。 
As 求解 微分 方程 边 值 问题 ， 
y'—y +1=0 
bo» =0 y(1) = 0 


解 : 令 Ó = y” — y +1 WA 
o, -ie,--1-0 
所 以 不 存在 形 如 


[FG y dz 

的 泛 函 ,使 yy 一 y' 十 1=0 成 为 它 的 欧 拉 方 程 。 所 以 需 用 伽 辽 金 法 
求 近似 解 。 

1) 取 满足 边界 条 件 的 相对 完备 函数 系 | 
u(r) = 1 — z'u le) = (1 r) u (z) = (1 aaye 

2) 设 一 次 近似 解 为 
l ` yir) == c, (1 — z’) 
3) 代 入 积分 式 

fo — y + DG — rdr = 0 


af cz — 2)1 — zi)dz -[a — zdz = 0 


DBATB — 4-2 L0 d 二 0. 8, 于 是 一 级 近似 解 v — 
0.8(1—=°), 
若 令 y= (1 一 x?) +c arar 
Wi] y; —2ciz+c;z(2— 32) y= —26 26 (0 — 32) 
代入 积分 式 
o^. — y, + DG — adz = 0, 
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及 | Oa — y'a + DG? — rdr = 0 


M 5c, + 0. 8c, = 2 
0. 8c, + 1. 6c; 一 1 


解 得 | 
„= 120 Qo 45 
1^ 168 ^" 168 
n 
| 120, Z z A a 
y(x) = To ) +á S a x?) 


NTEENRIR so er LG D RR. 


0, 4,0. 6,0. 8,1. 0 处 的 精确 解 值 ， 近似 解 值 比较 如 表 8- 4 所 示 。 
表 8-4 


REREBESEARENE 
en s 0. 6943 | 一 0. 2214 s 2107 


可 见 ,yz 很 接近 于 精确 解 ,y :也 与 y ,相差 不 大 。 
例 9 Jn oti E 


e + T +2=0 
u |; xa 一 0, u |, = 0 
的 近似 解 。 
E LC a (z,y)=c (z! —aD (2 — a) 
算出 Am 十 2 后 ,再 习 ui 取 积 分 , 令 积 分 为 零 。 即 
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| | mt 2) x? — a?) y! — a')dzdy = 0 


fcf — Boat + a dn M 


ulz, y) = Cr? — a) Cy! — a°) 


z 0,2 

BUS RE B 3k I S — HEURE BEIDE 
边界 形状 比较 复杂 (如 多 边 形 ) 的 区 域 , 想 找 合适 的 满足 边界 条 件 
的 相对 完备 函数 系 是 很 困难 的 .即使 勉强 次 成 ,也 需 用 到 相当 高 次 
的 多 项 式 , 或 某 些 函数 的 特殊 结构 , 需 较 多 的 技巧 性 ,其 次 ,被 积 函 
数 一 般 都 是 高 次 的 ,计算 量 大 ， 若 积 分 区 域 稍 许 复杂 一 LO i. 
三 角形 那样 ,也 难于 计算 。 | 

目前 日 益 广泛 应 用 的 有 限 元 法 ， 是 里 兹 法 、 伽 辽 金 法 的 继续 ， 
它 克 服 了 因 区 域 复杂 而 带 来 的 困难 。 


.$8.3 有 限 元 法 


有 限 元 素 法 是 一 种 求 偏 微分 方程 数值 解 的 计算 方法 。 依 据 变 
分 原理 , 它 将 变 分 问题 作 适 当地 离散 化 ,然后 求 出 数值 解 . 本 节 ,我 
们 以 平面 稳定 温度 场 为 例 ,介绍 用 有 限 元 素 法 求 偏 微分 方程 数值 
解 的 基本 思想 及 具体 做 法 。 

内 部 无 热源 ,具有 热 交 换 条 件 的 平面 稳定 温度 分 布 问题 ,其 温 
度 函 数 x(z,y) 是 如 下 拉 普 拉 斯 方程 第 三 边 值 问题 的 解 


EE IEEE (z,y) € D 


= tD 
re 


au 
| Ev 十 eu 
EPT AKR DHAR. 20 且 至 少 在 一 部 分 边界 上 o>0。 
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1. 区 域 网 格 的 前 分 


将 求解 区 域 D 十 厂 剖 分 为 有 限 个 互 不 重 迭 的 三 角形 单元 ,每 
个 三 角形 单元 的 三 个 顶点 均 取 为 节点 ,这 种 剖 分 要 遍及 整个 区 域 
直至 边界 。 当 边界 为 曲线 时 ,可 在 每 一 小 段 上 近似 地 用 相应 的 直线 
代替 ,并 取 为 三 角形 单元 的 一 边 ,如 图 8-16。 
和 状 分 法 一 样 ,我 们 也 着 眼 于 求 节点 上 温度 函数 的 近似 值 。 而 
与 差分 法 不 同 的 是 ,此 时 不 必 采 用 直 交 网 
格 , 故 节点 的 配置 方式 是 相当 任意 的 。 . 
将 所 有 的 节点 及 三 角形 单元 分 别 按 一 
O 定 的 顺序 从 1 开始 编号 ,每 个 节点 7 的 坐 
OR y(1) 以 及 构成 三 角形 单元 6 的 
三 个 节点 的 编号 ;i(e),j(e) 与 m(e) Gil 
时 针 顺 序 排列 ) 都 是 计算 所 需 的 信息 。 
为 了 统一 计算 格式 ,在 前 分 单元 时 规 
图 8-16 定 , 每 个 边界 单元 只 有 一 条 边 落 在 边界 曲 
ARD 上 ,该 边 相对 的 顶点 在 信息 输入 时 放 
在 单元 三 节点 中 的 第 一 个 位 置 , 即 取 为 i(e)。 


2. 列 出 计算 格式 


由 变 分 原理 知 ,与 所 给 定 解 问题 相应 的 沁 函 是 
1 a? fa)? 1, 

J[u ] = zJ) + F4 Jazdy + J[ 3o — vu |ds 

| I (8.3.1) 

RF aGs32EK-—-ErsiSXED--Pn 上 连续 ,在 刀 内 具有 二 阶 连 续 
WF 为 卫 上 的 弧 长 参数 ,如 图 8-17。 对 任 一 单元 e= TAL, 
jm( 按 逆 时 针 顺 序 排列 ) 上 的 温度 值 为 ui,wj,wm, 其 坐标 分 别 为 
Gris s Grjs y» (zm，Yn); 因 为 要 计算 相应 的 泛 函 式 (8. 3. 1) 的 数 


值 ,就 要 在 。 上 积分 , 故 需要 构造 单元 。 上 的 温度 插值 函数 , 即 利 
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His 点 上 的 函数 值 来 设法 补充 构造 单元 内 部 的 函数 值 ， 利用 线性 
插值 ， BERT e usay 的 线性 函数 | 

- u = a, + axz + ay E 
PERM ana 及 a 可 由 节点 LH eR CIEL SR RE » 实际 上 ,三角 形 音 
元 e 的 面积 . 


fu; = a, + a;z, 十 aayi 
tu; = a, 4- a; + ds y; 


u, =a, + az, days ——- 图 8-17 
可 解 得 
a, = 站 a T au; + antin) 
a= zg bu + bju; + bau) 


a, = zy Ceu + Cu; + c.us) 


其 中 


' (a, = LjYm — X&Y; (Aj = m,y Xiy4 [lm = m; — Xyy: 
b; = yj — yn b; = y. — yi b, = y, — y; 


c, = x, — Zx; c; = X; Tn c, = x; — x; 


这 样 ,我 们 就 得 到 单元 e 上 的 温度 插值 函数 
u= zx; LG + bz + ciu; + (aj + biz + oydu; 


+ (a, + bnt + c,y)u,] (8. 3. 2) 
因为 采用 的 是 线性 播 值 ,在 任意 两 相 邻 单元 的 公共 边 上 ,这 样 构造 
的 插值 函数 保持 连续 , 称 之 为 满足 相 容 性 条 件 。 
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对 于 上 述 用 线性 播 值 方法 构造 出 来 的 插值 函数 x, 其 值 在 边 
m 上 ,也 是 在 wi 与 wo 间 线 性 变化 的 。 如 果 以 上 表示 jm 边 上 的 变 
动 参数 ,t 一 0 时 对 应 于 j Ao t= 1 时 对 应 于 加 "A WE jm iT, 此 
播 值 函数 可 表 为 

(1 — tu; + tu, (0 < t < 1) ` (8.3.3) 
记 jm 的 边 长 为 I 


V (z; — En)? + (y; Ya) (8. 3. 4) 
OBAM 上 一 二, 其 中 ， Ë Jm bB, 7 点 算 起 的 弧 长 参数 
HRG 3. DTR 

E = "T + by - + buts, 
x 1 (8. 3. 5) 
3y = 2A, Gi + ocu; + Cmn) 
于 是 ,由 起 (8. 3. 327 (8. 3.6) 可 知 ， ZEEPTE. Lñ B 


J. = ERIS «(s 3 jazdy + 1 


= [| Une + bu; + butin)? + Ga, + cpt + oae] 


ru 一 vu) ds 


dxdy + s| [Fa — tyu; + tum)? — VCC — Du; + tum) |a: 
D ° : ; ! 
= ax Ln T bju; + bus! + Cui 十 cju, T Cute.) ] 


+ s| aa — Du, + tup)? — u,((1 — Du, + tun) | 
| (8. 3.7) 
其 中 卫 门 e 表 示 卫 与 e 的 公共 部 分 ,e 及 v, 是 边界 单元 的 一 边 ( 在 
边界 矿 上 ) 的 平均 值 .车 e 是 内 部 单元 , 则 第 二 项 积分 不 出 现 , 或 认 
为 w 一 4 一 0, 从 式 (8. 3.7) 可 见 ,J 是 单元 节点 温度 的 二 次 函数 ， 
HEG. 3. 7) 表 示 的 每 个 单元 e ER E PS (80 Ju 88 38 E 48 3 
整个 区 域 刀 十 卫 上 的 泛 函 之 值 , 它 自然 也 是 节点 温度 的 二 次 函 
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数 ,可 写 为 | . 
` J= DU = EDT 一 Xa (8. 3. 8 


其 中 o 是 单元 的 总 数 ， ,是 节点 的 总 数 ， 式 (8. 3. 8) 中 的 二 -次 项 | 


2, 5 Onti, 是 由 积分 


ĉo 


261 EI 十 | 这 | Jazdy + m eu'ds 
- Dl | -(8)1 Jazdy 2] oc 


所 决定 ,由 于 至 少 在 一 部 分 区 域 边界 上 00, 因此 ， 积分 在 u0 
HERTE. 故 二 次 型 | 


f Da stiil, 
JÉIERER) H REGE ER s= GL) EXERGIE XE IE 称 为 刚度 阵 ， 
由 变 分 原理 , 泛 函 JEwuj] 应 达到 最 小 值 ， 所 以 ， 节点 上 的 温度 值 
ull=1,2," 4) 应 满足 条 件 | 


J[«]. SA. _ 
“a 一 p 2 0 a 一 1l; 2," .2,) (8. 3. 9) 


由 于 只 有 对 以 7 为 节 点 的 单元 eJ. 的 表达 式 中 才 含 有 ww, 因 此 ,和 
式 (8. 3. 9) 实 际 上 只 要 对 一 切 以 /为 结 点 的 单元 。 求 和 即 可 。 
由 式 (8 3. 8) 知 ， 式 (8. 3. 9) 可 写 为 
| 3 =P, 2-1...) (8. 3.10) 
这 是 一 个 以 节点 温度 w( 一 1,2，…z) 为 未 知 数 的 线性 代数 方程 
组 ,显然 ,线性 方程 组 (8. 3,10) 有 了 唯一 解 。 
用 有 限 元 法 列 计算 格式 实际 上 就 是 


(1) 要 形成 刚度 矩阵 =; (ca) 
(2) 要 形成 右 端的 向 量 P= (Pi) 
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1. 用 差分 方法 计算 热传导 方程 下 列 混合 问题 


a Zu 
d dx 
u|.- = ul =0 (0<¿=< D) 


u |o z(1 — z) 
的 近似 解 ( 取 Ar 一 0. 2,At 一 0. 02) 
2. 设 区 域 D 是 边 平行 于 坐标 辅 ,长 度 为 1， 中 心 在 原点 的 正方 形 ， 用 差分 
法 ( 取 步 长 4 一 0. 1) 求 拉 普 拉 斯 方程 狄 利克 莱 内 问题 


du 
A 0 


"- =— l, ul =1 
的 解 的 第 一 次 近似 值 UN PREME UP =0) 
3. 已 知 实心 柱 形 杆 扭转 问题 的 应 力 评 数 妥 (r,y) 是 如 下 泊 松 方程 狄 利克 
菜 内 问题 | 


ay! 
ğjr=0 


HA de G.0 为 常数 , 试 列 出 其 相应 的 差分 方程 
4. 列 出 下 列 波动 方程 混合 问题 


ante 2G 


Žu du 
à! a) 9 
u |o = u |.-: = 0 


u|,- = rA — x) 


的 差分 格式 
5. 用 里 效法 解 常 微分 方程 边 值 问题 
人 十 TY + y = 2z 
y(0)= 1 y(1)=0 
6. 用 里 效法 求 下 列 问 题 
= 289 ° 


ay! 
ulr-o 


R+ Tr AER DHAR. 


7. 用 伽 辽 金 法 求 | 
MM ^ 


EAM —asrsa —asyxa 


3y! 
u|r = 0 

的 近似 解 Rep TERKA D. [os<z<1， Scy RID. 

8. 对 调和 方程 第 一 边 信和 问题 


怎样 用 有 限 元 法 来 形成 其 计算 格式 ? 
9. 证 明 : 对 任何 单 连通 区 域 乙 上 的 有 限 元 素 剂 分 , 若 内 节点 个 数 为 a, 
边界 节点 个 数 为 8, 则 三 角形 元 素 的 总 数 为 
e = 22 + B — 2 
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第 九 章 “ 定 解 问题 的 适 定性 


我 们 已 经 知道 ,物理 学 ,力学 和 工程 技术 等 方面 的 许多 问题 都 
归结 为 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ,因此 ,数学 物理 方程 最 终 目的 就 是 
要 研究 这 些 问题 的 解法 。 所 以 探讨 问题 的 求解 方法 ， 是 研究 数学 物 
理 方程 的 中 心 问题 。 

但 是 ,数学 物理 方程 这 一 学 科 的 任务 并 不 局 限于 对 具体 的 问 
题 研究 求解 的 方法 , 它 还 要 对 物理 学 ,力学 中 所 可 能 碰 到 为 方程 及 
其 定 解 问题 作 系统 的 研究 .这 种 研究 既 对 求解 问题 有 帮助 ,又 有 助 
于 把 实际 问题 正确 地 归结 为 偏 微分 方程 的 定 解 问题 。 研 究 一 个 定 
解 问题 ,我 们 自然 要 问 : 这 个 定 解 问题 的 解 是 否 一 定 存在 ? 这 便 是 
解 的 存在 性 问题 。 诚 然 ,物理 或 力学 系统 的 运动 规律 是 客观 存在 ， 
对 于 合理 地 提出 的 问题 , 解 的 存在 性 似乎 是 不 成 问题 的 ,因为 自然 
现象 本 身 就 给 出 了 问题 的 解答 。 其 实 未 必 尽 然 , 因 为 我 们 从 物理 、 
力学 或 工程 技术 系统 归结 出 偏 微分 方程 时 ,总 要 经 过 一 些 近 似 的 
过 程 ,并 提出 一 些 附加 的 要 求 。 对 于 复杂 的 系统 ,我 们 有 时 也 很 难 
断定 提出 问题 时 所 给 的 条 件 是 否 有 互相 矛盾 的 地 方 ,所 以 ,只 有 天 
清 了 解 的 存在 性 之 后 ,才能 使 我 们 确信 所 归结 出 的 定 解 问题 的 条 
件 的 合理 性 ,另外 ,对 存在 性 的 研究 也 往往 同时 是 一 个 提供 求解 方 
法 的 过 程 ,其 次 ,我 们 还 要 间 ; 这 个 定 解 问题 的 解 是 否 只 有 一 个 ?这 
便 是 唯一 性 问题 。 同 存在 性 的 考虑 一 样 ,研究 清楚 了 唯一 性 之 后 ， 
我 们 就 可 以 断言 ,对 于 解决 所 归结 出 的 定 解 问题 ,给 出 的 条 件 已 经 
足够 了 。 反 之 ,如 果 给 出 的 条 件 不 足以 保证 解 的 玲 一 性 ,就 表示 解 
决 问题 的 条 件 还 不 完备 ,还 需要 去 寻找 新 的 条 件 . 最 后 一 个 问题 是 
解 的 稳定 性 问题 ,也 就 是 当 定 解 条 件 或 自由 项 有 微小 变化 时 ,在 某 
种 距离 意义 下 所 求 出 的 解 是 否 也 只 有 微小 的 变化 ? 解 的 稳定 性 问 
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题 的 产生 是 很 自然 的 ,因为 我 们 研究 物理 现象 时 需要 进行 测量 , 测 
量 免 不 了 会 有 误差 ,如 定 解 条 件 的 细小 误差 会 导致 解 的 重大 变化 ， 
那么 这 个 定 解 问题 的 归结 也 是 缺乏 基础 的 。 反 之 , 若 定 解 问题 的 解 


是 稳定 的 ,我 们 就 可 以 断言 , 当 定 解 条 件 在 一 定 意义 下 有 少许 误 


差 ,我 们 所 得 到 的 解 还 是 近似 于 所 要 求 的 解 ， 
”是 解 问题 的 存在 性 ,唯一 性 和 稳定 性 , 称 为 定 解 问题 的 适 定 
性 ,基于 以 上 的 理由 ,可 见 适 定性 的 研究 是 很 重要 的 ,一 个 定 解 问 
题 的 提出 是 否 合 理 , 要 有 适 定性 作为 它 的 基础 ,同时 也 应 当 指 出 ， 
当 我 们 用 数学 物理 方程 理论 和 求解 方法 来 解决 具体 的 物理 ,力学 
与 工程 技术 问题 时 ,没有 必要 坚持 先 解决 适 定性 问题 才能 去 求解 。 
有 时 一 个 定 解 问题 的 解法 虽然 暂时 缺少 严格 的 理论 基础 ,但 由 实 
践 验 证 是 能 采用 的 ， 在 这 种 解法 中 有 时 还 会 出 现 新 的 有 效 的 普遍 
的 方法 和 理论 的 萌芽 。 i 
FEUD DORCE BERE AH ENERUBOS AN 对 三 类 方程 的 
各 种 定 解 间 题 的 适 定性 分 别 进行 初步 讨论 。 


$ 9.1 波动 方程 


1. 混合 问题 
在 第 三 章 中 ,对 混合 问题 
f&u ; Fu 


= Zra t>0 
. ul. OEA = dG) Oc rcl (9. 1. 1) 
t-0 | f 


u |.-o 一 xz- = 0 
我 们 已 经 求 得 一 个 形式 解 


J ` kra . Åna |) . krn 
u(r,t)-— > [aos NALE b,sin NA sin yz (9.1. 2) 
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其 中 a 和 义 是 在 区 间 [0, 门 上 下 列 两 级 数 展开 式 的 系数 。 


(xX) = Slasin ar ' 
dr) = Y bin ET sin ar 
这 种 形式 推导 解 的 表达 式 的 过 程 称 为 分 析 过 程 , 要 证 明 它 满足 方 
程 与 定 解 条 件 , 还 必须 进行 验证 。 
D 解 的 存在 性 
现在 证 明 , 当 定 解 癌 题 (9.1.1) 中 的 初始 条 件 ,p(zx) ,plz) 满 
足 一 定 的 条 件 时 ,级 数 式 (9. 1. 2) 确 是 这 个 问题 的 解 ,这 种 验证 过 
程 称 为 综合 过 程 。 


首先 ,注意 到 
Z knra . kx 
u (m, = 2 acos p m 7 (9.1. 3) 
是 定 解 问 题 
g Fu . 
Pu =a (rb :2>0 
u|- = r) SKTS! (9.1.4) 
a o . 1. 
& |0 
u|.-.-— U fans = 0 
的 形式 解 , 又 
Ws (Xt) = 27 hsin ft sin ar (9. 1. 5) 
是 定 解 问题 
Fu fu 
a: "x 0<x<Í t0 
“|| 0 OSES? (9. 1. 6) 
_ " . 1. 
a|. G 


u|.=o 一 ul]. 一 0 
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的 形式 解 。 

由 定 解 问题 (9. 1. .的 线性 性 质 ， 所 以 形式 解 起 (9， 1. 2) 可 以 
看 作 是 两 个 形式 解 式 (9.1.4) 与 式 (9. 1.6) 之 和 ， 

由 富里 埃 级 数理 论 知 " 当 plr) 5 PEKECO JEER, 
且 满 足 相 容 条 件 (与 齐 次 边界 条 件 相 容 )p(0) 一 gC1) 一 0 INE 8 8 
zxz) 的 富里 埃 正 弦 级 数 在 区 间 [o0， JERNE Bust, mE 

PAREM \ 式 | 


kn ra, l. kx l... žr ` ' 
osin T TOS 5 £ =. SID (< a) 十 sin m + at) 
将 NT 


uj x.) = isa — at) + sin m + at) | 


设 Flr) =: sn 了 z 是 多 四 的 以 21 为 周期 的 奇 延 拓 ， 即 
gir) 0x x=“ 

— ør) —ixrzo0 

F(x 42D = F(x) 


F (z) = | 


则 wi 又 可 改写 成 
ui(T,t) = TEF — at) + F(z + at) ] (9. 1. 7) 
于 是 有 f | 
u (0,0) = +[ .— at) + F (at) ] 
= +[— Fat) + F(at)] = 0 


uu = [FG — at) + FU + a] 


- ig- F + at) + FG + aty] = 0 


也 就 是 说 ,zs (DW EDS RE. X 
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u(x,0) = Jé) + FG)]= FG) = pa) 0xzr«l 


fi g (zx) 在 [0,1] 上 是 连续 的 , 故 F'(zx) 对 所 有 的 x 存在 且 连 续 , 将 
u, 对 + 微分 得 


T = r aF' (x 一 at) + aF! Cro at)] 
从 而 在 | | 
àu, | | 
a n zu aF (Qa) + aF al = 
所 以 初始 条 件 交 满足， 


为 了 证 归 ua Ge PS AE XE ffe IR] O. 1. Dg gg. 需要 

对 它 求 二 次 微分 ,对 p(xz) 还 要 加 限制 : 设 ve" (wx) 在 [0,7jJ 上 连续 且 

ift EHEER qn (O0 — e Q2 0, TW] r(x) 处 处 存在 并 连续 , 估 
此 


v ú jet — aD + F'G + at)] 
Fu , 
às ^ lir — at) + F" x + at)] 
F ， 2 
从 而 证 得 TA att 


Eg 


为 Tum us Cr DIESE SEIS (9. 1.6) 的 解 , 设 Yr) 及 W(x) 
在 L0, 门 上 连续 , 且 满 足 相 容 性 条 件 900 — 40) — 0, UU 


d) = Yat kra . Ene 


——— sm — 


在 区 间 [0,1j 上 绝对 且 一 致 收敛 , 记 c, = ET, , 则 有 
| (za) = Ë 3 "sin sin E sin E. (9.1. 8) 
我 们 即将 看 到 ,上 式 对 上 可 以 逐 项 微分 ,因为 
x = Bareos d s (9. 1. 9) 
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利用 积分 和 差 公式 ,可 得 
du; 


1 之 ix, — RK, 
*73 2;o[sin VAS — at) + sin PASS + at)] 


. (9.1.10) 

由 %(z) 的 假设 知 ,以 上 两 个 级 数 都 是 绝对 且 一 致 收 敏 的 ,所 以 逐 
项 微分 是 容许 的 。 

W GG) = > asin 字 z 是 yz) 的 以 2L 为 周期 的 奇 延 拓 , 则 


式 (9. 1. 10) 可 改写 作 
au; 


ito — at) + G(< + at)] 
将 上 式 积分 得 | 
ur. = i[tec — ah) + GG + at) jdt, 


1 z+al 


== G(r)dc 
za a~at 
由 此 得 
u;(r,0) —f 
-J = L[G(z) + GG)]5 GG) = pia) 
æ |m 2 
而 


u(x,t) cL i[tec- ati) + G(at,) |dt, 


注意 到 周期 性 , 同 理 可 验证 ust) ei = 0 
经 证 us Gr t TR RE XE PE RIEELCO. 1.6) 中 的 泛 定 方程 ,因为 (x) 
在 [0,?j 上 连续 ,所 以 G' 存 在 , 且 | 
Fu, 
a 
在 式 (9. 1. 80 88 LR us Ge DX] z 微分 得 
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— SE- G' (z — at)tG' (z + at)] 


ào _ 1 SE: os ÈT 
às T < ducem ] ECOS = 


= 二 yci[ 一 sin B — at) + sin Er Y + at)] 
atl ` d á 


= ir- G(x — at) + GG + a] 


再 对 zz 微分 得 
F 1 1 aj 
au = s [— € G — at) + G' (z + aD] 
故 有 
. ju, _ 2 Ful, 
qi a 


综 上 所 述 得 混合 问题 (9. 1. 1) 解 的 存在 定理 。 
定理 1 EKHE RRK p(x)Ec?,y(z)Ec!, 且 
PO) = pel) = g' (0) = g! (I) = (0) = 90» = 0 
则 一 维 波动 方程 的 定 解 问题 (9. 1. 1) 的 解 是 存在 的 , 它 可 以 用 级 数 
(9. 1.2) 给 出 ， ,其 中 心 及 B 


a, = — pasin « adz sb = i d (r)sin E dar 


确定 。 

2) ” 解 的 唯一 性 

经 证 定 解 问题 (9-1, 1) 解 的 唯一 性 

定理 2 《唯一 性 定理 ) 定 解 问题 (9. 1. 1) 至 多 存在 一 个 解 , 其 
中 (zr,t) 是 对 zx 和 zt 二 次 可 微 的 函数 。 

证 设 ww 和 ws 都 是 定 解 问 (9.1.1) 的 解 。 令 v= 二 ui 一 B 
` A v 是 定 解 问题 


T ca 0Ocr«l t0 
v |--o = v|l..,—0 t> 0 
vl = Z =0 Oxzcxl 

t—9 


的 解 ,我 们 现在 来 证 明 函 数 o EAT, J ERR 
= i[ Caw + obde d 
它 在 物理 上 表示 在 时 刻 弦 振动 时 的 总 能 量 。 ， 
按 假设 ,函数 v(x 人 ) 是 二 次 连续 可 微 的 ,将 Tt) 对 上 微分 得 ; 
sn = [ (a^v,v,, + vv, )d x . (9. 1. 11). 
由 分 部 积分 有 | 


1 
| daiv dz = a^vv, 
0 


i d 
— | ato. dz 
0 0 


由 条 件 v0.00. EUR v(0,0—0, FIER AE v0.00 可 得 
v, Gt) 20, Br EA Ext 3858 — mi SET E , K (9. 1. 11) 变 为 


URN 
i- | [ac — ato, ,)dz = 0 (9.1.12) 


ME o o0 OCHD | 
X Bl v2.0) —0, BEDUS v. C00 50, TERES A IE v 5,0) —0, 8] 
得 


T(0) = C = 二 | (atv? + vi) | dz = 0 


TEIGQ)=0, 这 只 有 对 一 切 >>0 RE = ,v= 人 0 时 才能 成 立 ， 
AMUA vlr) =C, 利用 条 件 oC 0) = 0 Tfi f or. —0, 所 以 
u Cr DEus (xt), 即 解 是 唯一 的 。 

3) 解 的 稳定 性 

关于 定 解 问题 (9. 1. 1) 稳 定性 的 证 明 , 需 用 到 “能 量 不 等 式 ”， 
此 处 从 略 。 

至 此 ,我 们 得 到 结论 :混合 问题 (9. 1. 1) 是 适 定 的 。 


2. 初 值 问题 


在 第 二 章 中 ,我 们 已 经 求 得 一 维 波动 方程 柯 西 问题 
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y^38 — oo x t eo t0 
ulizo = qx) (9. 1. 13) 
天 | = G) — oo < z < co 
的 形式 解 为 
ur) = PEDE PEED 十 L| "wow 


(9. 1. 14) 

由 于 形式 解 是 积分 形式 ,不 难 验 证 , 当 p(x)EC?,y(x)EC! 时 , 它 
的 确 给 出 初 值 问 题 的 解 。 另外 ,如 果 上 述 初 值 问题 有 解 , 则 解 一 定 
可 以 由 初始 条 件 用 达 朗 贝尔 公式 表示 出 来 。 因 此 , 解 一 定 是 唯一 
的 。 至 此 ,一 维 波动 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 得 证 ，。 

现在 来 证 明 稳 定性 ,这 里 所 说 的 稳定 性 ,是 指 对 任意 的 e> 0 
和 每 一 时 间 间 隔 0<<t:<T, 存 在 正 数 $6(e,T) ,使 得 当 

O O IAD ALDI L yr) pr)| <ó 

时 ,有 
|u(m,t) — uu Ge 
HF ua a KORATI F ILS AREE GOD p GO RT RE, 

由 式 (9.1.140 有 ——— 


|u(z,t) — uim, | 
< F Pa + at) — eG + at) | ++! g(z — at) — plr — 
=+ a f 
at)| + 去 | A| — ó Gé) jde < £ 


Ke) LI ,稳定 性 得 证 ， 
由 此 得 到 波动 方程 的 初 值 问题 是 适 定 的 。 


$9.2 热传导 方程 


1. 混合 问题 
D 解 的 存在 性 
我 们 已 知 ,热传导 方程 的 混合 问题 
a Zu 0< x<! :>0 
u| -一 2 一 0 (9.2.1) 
, u lo = gr) 
的 形式 解 是 | 
u(x,t) = DC C7) sin Fa (9. 2. 2) 


现在 我 们 来 证 明 ， — qz) 在 区 间 [0 1] 上 连续 ,有 pg(0)= 
9(1) 二 0,g zz) 在 [0, 站 内 分 段 连续 ， 则 形式 解 式 (9. 2.2) 确 实 是 定 
” 解 问题 (9. 2. 1) 的 解 。 

因为 g(x) 在 区 间 [0,LJj 上 连续 , 故 有 

C = |f pesin Teel < Ef lo dt < K 
Jub K RGEE E, WTERAEH 98008 | 
|C;e ` (学 ) "sin T x Ke f 学 ) t > t, 时 
由 比值 判别 法 知 , 数 项 级 数 
| S Ke Cn) 


是 收 全 的。 根据 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstreass) 判 别 法 知 , 级 数 (9. 2. 
2)34 124, OSIS 时 是 一 - 致 收 敛 的 。 
把 式 (9. 2. 2) 对 z 逐 项 微分 得 


°° 2 i2 - 
= — >o,| £) e UT) sin Pts ^ (9.2.3) 
e À Í d 
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2 
c, | 558 ra e^ ( ta) e . 


kra 


而 级 数 DF e UE) s 收敛, 故 级 数 (9. 2. 3) 在 区 域 Oc 


Lt 上 是 一 suci. 同样 ,把 级 数 (9. 2. 2) 对 z 逐 项 微分 两 
次 ,得 


T) “sin Te (9. 2. 4) 


e Ur) "sin Ë 


由 式 (9. 2. 3), 式 (9.2.4) 即 得 E ur 故 级 数 (9. 2. 2) 在 区 域 
0=<zx=<¿1,:2>0 内 是 一 维 热 传导 方程 的 解 。 
经 证 u(x,t) = os (F) "sin LI 满足 边界 条 件 。 由 于 级 


数 (9. 2. 2) 在 区 域 "E 内 是 一 致 收敛 的 ,而 通 项 为 连续 
函数 的 一 致 收敛 级 数 的 和 函数 是 连续 的 , 故 x(z, 思 在 zx 一 0,z 一 /? 
处 连续 ,于 是 对 所 有 的 上 之 0 
u(r,t)|,.,- 0 u(m,t)|.- = 0 
最 后 ,证 明 w(x,z) 满 足 初始 条 件 
u(z t) |0 = Fr) 0< +< 
在 前 面 的 假设 下 
| gx) = = 25 Csin Er, 
绝对 且 一 致 收敛 ,而 序列 (e (T) 是 单调 且 一 致 有 界 的 。 根 据 
阿 贝 尔 (Abel) 判 别 法 ,级 数 


ulz,t) = Ce  (*#)'isin ar 


EKR Srs, z0 上 一 —3 因而 ue, D EKR Ort 
=>0 上 连续 ,于 是 初始 条 件 
u(x,t)|-.—9() OKT! 
被 满足 ,至 此 得 下 述 定理 。 
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定理 1 如 果 p(x) 在 区 间 [0,1] 上 连续 ,9(0) — 90) 2-0, B° 
d (x) 在 (0， 站 内 分 段 连续 , 则 混合 问题 (9. 2. 1) 的 解 存在， 并 可 用 
式 (9. 2.2) 表 出 。 | 

2) 解 的 唯一 性 与 稳定 性 ， 

(OD BERE 极 值 原理 县 描述 扩散 、 传导 等 现象 的 热传导 
方程 的 重要 特 注 的 ,其 物 班 意义 以 热传导 为 例 .可 解释 为 :如 果 物 
林内 部 没有 热源 ,而 物体 的 过 办 温度 及 初始 温度 分 布 都 不 超过 某 
值 到 , 则 物体 内 部 就 不 可 能 产生 "n M 的 温度 ,我 们 以 方程 


证 明 下 面 的 I 
-定理 2 ORERE) {U ule EERE R: taces. ost 


STILER, E R 内 满足 方程 (9. 2.5), 则 有 


max |u (z, Di- max |uGzsD | ` | 
其 中 械 表 示 R 两 侧 边 =a,x=8B， (Osce T) iih @=0 0,a<z 
二 Pp) 所 组 成 的 边界 。 
证 :因为 将 zx 变 号 ,最 小 值 的 情形 就 安 为 最 大 们 的 情形 ， 所 以 ， 
TUS IS CK EOS TROP. | 


用 反 证 法 设 M 为 函数 uCr.t)fE R 上 的 最 大 值 ,wr 为 ulr, 
DEWR T LARAB. WREATH M M>m, AEE RAE 
FAGD ESOS ena OTM, (Eg 


v. = ulet) + M "IC — gty 
其 中 /一 8 一 e。 


UCT, 


Alr” st “) 处 有 


= + (M + 3m) = 0M (0«0-1) 


ulr a) =M 
Hl o(z,D ul D RET ERREK. Ho. DERK 
- 302 - 


某 点 (zi t0 ERRA E (20 a<r <p) W| fe S Ay i 


Jo ETT ` 
EE = 0 EncT A -odu-T >0 
P d 
因此 在 点 (xist;) 处 
| du 299. 
f a 4 kie 0 
5 方面, 通 这 直接 计算 得 : 
w po M afu Mom 
XY Cad ` 2 ac 7 cM 
M — m 
o p24 HR — 
- a TE < Ü 


A RSS BLU RIAA E IE OLET IE FRE HE. 
C2) 混合 问题 解 的 唯一 福 与 稳定 性 ,利用 极 值 原理 立即 可 得 
定理 3 热传导 方程 的 混合 问题 


du Ju ` 
rkr sai MEM 
u lo = gr) £9. 2. 6) 


ul... qn) ulig = nm) 
在 区 域 R 内 的 解 是 唯一 的 ,而 且 它 连续 地 依赖 于 边界 厂 上 所 有 给 
定 的 初始 条 件 及 边界 条 件 。 . 
证 Z u 和 ws 是 混合 问题 (9.2. 6) 的 两 个 解 ,0=w 一 在 R 
内 满足 式 (9. 2. 5), 而 在 上 取 零 值 ,由 极 值 原理 得 在 R 内 v=, 
即 u:=u: ,唯一 性 得 证 。 
得 证 稳定 性 , 设 混合 问题 的 两 个 解 , 和 a, 在 了 上 满足 
ju — u, | < € 
则 由 极 值 原 理 得 到 在 R 内 也 成 立 着 
|a, — ub < € 
解 的 稳定 性 得 证 。 
例 1 用 极 值 原 理 证 明 : 若 方程 
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— =a Fu 十 cz (> 0) 


HR XH E R:0<x<1,0<;£<T 的 边界 z=0 及 x 二 1 上 不 超 
过 五 ,在 边界 :=0 上 不 超过 M, 则 解 在 域 R 内 满足 不 等 式 
lu Gr ,2) | < maxCBe", Me“) 
其 中 互 .M 是 大 于 零 的 常数 ,并 证 明 上 述 混 合 问题 解 的 唯一 性 。 
证 : 令 w(zr,t) 二 e*v(x,t), 则 原 方 程 可 简化 为 


dv | 29v 
Xa ^ a 
在 RR 的 边界 上 有 
max |v,» | = max |e “u(x,t)| 
z= pu 
«max|u(xr,0| < B 
zz] 
max |o(z,t) | = max |e "u(z,£)| 
= max|uCr,2| < M 
. 470 
根据 热传导 方程 的 极 值 原理 ,在 R 内 有 
lv(z,2)| < max(B, M) 
从 而 有 | 
| lulz, d | = [e“u(xz,t)| < maxCBe", Me“) 
.经 证 唯一 性 , 设 u u: 是 定 解 问题 的 两 个 解 , 则 v= u 一 ws 满足 
3v 2 
z a t eo 
v |,-o = 0 
v|.-e 一 v |. = 0 
RR EETA 


lvCr,2] < max (0 + e“,0 +e“) = 0 
所 以 v(x,t)=0, Bf tu ==; ,唯一 性 得 证 


2. 初 值 问题 


为 简便 起 见 , 仅 对 一 维 齐 次 方程 的 情形 进行 讨论 。 
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热传导 方程 初 值 问题 


2u z Fu | 

S =a —co«xr«co t0 

上 ur 7 (9.2.7) 
ulo = Qr) — co < z <+ co 


的 形式 解 是 | | | 
u(x,t) = — [Tao ae E 0 (9.2.8) 
, » Jut ou 4a't “+ 


我 们 即将 验证 , 当 p(x) 满 足 一 定 条 件 时 , 式 (9. 2. 8) 的 确 是 式 
(9.2.7) 的 解 。 | | 
(1) 解 的 存在 性 。 设 p(x) 连 续 且 有 界 , 则 式 (9. 2. 8) 表 示 的 
u Gr DW X. 2. 7) 中 的 泛 定 方程 及 初始 条 件 。 实 际 上 ,因为 
Ig zo | SM, HRO. 2. DA 
1 [° 1 es 
luz < M — 7zl.. Jg oed 


+o . 
= . 1 e = = 
M = | “a M (^£ 


ë — z 

IM 2a Vi 

即 泊 松 积分 人 9, 2. 8) 是 收敛 的 ,由 它 所 表达 的 函数 u (> , t) EUR YL 
的 


) 


现在 证 明 由 式 (9. 2. 8) 表 示 的 函数 u (z W E E 7T PR 
难 验证 ,积分 号 下 的 函数 


1 -0t 
e 


2a V nt udi 
对 变量 ,xz diei OUR 8 7830 05 0 0 Bf , Z E Jr RP UE S 
数 可 在 式 (9. 2. 8) 积 分 号 下 进行 ,存在 性 即 得 证 。 为 了 保证 积分 号 
下 求 导 的 可 能 性 , 需 证 明 在 积分 号 下 求 导 后 所 得 的 积分 是 一 致 收 
SEE. 现 以 对 = 的 一 阶 偏 导 为 例 来 验证 。 
将 被 积 函 数 对 x 求 一 阶 偏 导 后 所 成 的 积分 写 为 
O 四 | 一 G — DE) ep 
2a V 24117 4a^t 


dé 
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它 在 2400s AEREN EMAAR- MKAA A, : 
>0 时 有 
M(xzst) _ _ 1 E Ñ 
ar 2a VR 29 1t 
同 理 可 证 式 (9. 2. 8) 积 分 的 其 它 偏 导数 亦 能 在 积分 号 下 求 导 ,从 而 
知 由 式 (9. 2. 8) 表 示 的 函数 a Ge) 34 10 时 满 是 泛 定 方程 。 
.最 后 验证 由 式 (8. 2. 9) 确 定 的 函数 满足 初始 条 件 。 即 要 证 明 对 
zm x34 F—0,z— z B ui D-- gas 也 就 是 对 任意 给 定 的 € 
一 定 可 以 找到 070, 1818 24 erl 0 t0 时 ， 不 等 式 
le Cz) | — «ul «E 


f. 


— x= 


gr. 为 此 ,在 式 (9. 2. et = i Z 
u(x,t)-— =] gr + 2a ibe 
又 qo) = L Tea? q£ 


-00 


|u(z,t) 一 9G) | 一 | = T [9r + 2a V tt) 一 pro)Je dt 


N 


<= l° gx + 2a V t 8) — @(wo)|e * dt 


m pz + 2a V £D — pz) |e` eat 


Too 


zl lox + 2a V t D — eG Je” dr (9.2.9) 
对 于 给 定 的 s>0, 取 N 足够 大 ,使 
1 Ni -g e 
7 E d < i 
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afee E 
zl d£ < 
固定 N, 由 zxz) 的 连续 有 界 性 ,可 找到 070,24 | z — zal << 
时 ， | 
IXe + 2a VE pb 一 zol <+ QUEEN) 


成 立 , 这 时 , 式 (9. 2. 9) 变 为 


N -N 
— € 1 fata L 2M | - 
luc.) — eo | < £ vk ix etd 
2M Wi g E £ EN 
T 3L diy + 4M: up = ° 


于 是 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 4 设 p(x) 为 有 界 连续 函数 ， 初 值 问题 (9. 2.7) 存 在 有 界 
解 , 旦 其 解 由 式 (9.2.8) 表 出 。 


对 初 值 问题 
Ju 
fa- 5a = a HSD (9. 2. 10$ 
ul. = eG) 一 co < z < co l 
可 类 似 地 作出 证 明 ，。 


(2) 解 的 唯一 性 与 稳定 性 。 

考察 初 值 问题 (9. 2. 10) ,讨论 无 界 直线 上 的 问题 ,相当 于 要 求 
温度 的 变化 是 有 界 的 , 即 要 求 存 在 某 常数 M, 使 对 任何 220, 一 oo 
<r +o, ih lulz, d) <M. FARREA RAKAA tiie 
初 值 问题 (9. 2. 10) 解 的 唯一 性 与 稳定 性 。 

定理 5 初 值 问题 (9. 2. 10) 在 有 界 东 数 关中 的 解 是 叭 一 的 ， 
而 且 连 续 依赖 于 所 给 的 初始 条 件 。 | 

证 : 唯一 性 . 设 usu: 为 式 (9. 2. 10) 的 两 个 有 界 解 ， 则 w= 
m. 满足 定 解 问题 

jw 
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Ju fv 
2773 
[t (9. 2.11) 


如果 我 们 能 证 明 在 整个 区 域 —— = 0, 
则 唯一 性 得 证 。 | 

因为 有 界 , 即 lv|<2M, 但 由 于 区 域 无 界 ,o(z, 妇 可 能 在 任 
何 地 方 都 达 不 到 它 的 最 大 ,最 小 值 ,从 而 不 能 直接 应 用 极 值 原理 。 

为 了 能 够 应 用 极 值 原理 ,对 上 半 平 面 的 任 一 A Gast) ) ,to>0。 
先 考虑 矩形 区 域 Ro: 

OKS, ix— x| <! 

其 中 ! 是 任意 的 正 数 , 作 满足 式 (9. 2. 11) 的 辅助 函数 


wan = |” + au] 
CEER R, 上 是 连续 的 ， 且 
zo (z ,0) = MG TEX > 0 = ola, 0) 


wlr, ditum 2M > ulr, + L,t) 
所 以 ,在 R, 的 下 底 及 侧 边 上 有 C 
wr) vr,t) 
由 极 值 原理 知 , 在 R。 上 也 成 立 不 等 式 
tu (z t) Z u (z , t) 
即 
[e 一 zx 
OE 2 
类 似 地 可 以 证 明 在 R。 上 成 立 着 ， 


2 
vx, = i> + a't | . 


特别 地 ,在 (zo ,to) 点 处 有 


+a a vr, 


M , 


4 
NES Éo 


1o Cro 19) | < 
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令 1 一 co 即 得 v Cx, sto) = 0, 由 于 (zo,to) 是 上 半 平 面 内 的 任意 一 
点 , 故 在 整个 区 域 中 v(x,t) 志 0, 解 的 唯一 性 得 证 。 

为 证 初 值 问题 的 有 界 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ,只 和 需 证 明 
XC |g(>) | «9 时 ;在 整个 区 域 :t 衬 0, 一 0 过 x 过 十 中 ,w(x 人 之 
7。 这 时 取 
Ë + at |+ 7 
代替 原来 的 辅助 函数 ,和 唯一 性 完全 类 似 地 可 以 证 明 稳定 性 也 成 


— 


`o. 


1Ux.t) = 


are — zx 
2 


$9.3 拉 普 拉 斯 方程 


如 果 一 个 函数 和 它 的 一 阶 , 二 阶 导 数 都 在 区 域 D 内 连续 ,而 
且 它 在 区 域 D 内 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 则 该 函数 就 称 为 在 区 域 D 内 
的 调和 六 数 .调和 函数 的 一 个 重要 性 质 就 是 成 立 着 极 值 原 理 , 即 它 
不 能 在 区 域内 部 取 到 极 值 . 极 值 原理 的 物理 意义 为 : 既 无 热源 又 无 
热 汇 的 物体 的 温度 ,在 它 的 表面 上 取得 最 大 (最 小 ) 值 ;也 可 以 解 
为 :不 含有 任何 自由 电荷 的 区 域 上 的 静电 势 也 在 区 域 的 边界 上 取 
得 最 太 值 (或 最 小 值 )。 

”现在 ,我 们 用 另 一 .种 方法 来 证 明 最 大 值 和 最 小 值 原理 

定理 1( 最 大 值 原理 ) 假设 函数 w(z,y) 在 有 界 区 域 D 内 是 
调和 的 ， 在 闭 区 域 也 一 D+ 全 上 连续 ， 则 w(x,y) 在 DD 的 边界 上 取 
SERA. 

”证 : ”用 反 证 法 , 设 w(z,y) 在 D= DD 十 上 的 最 大 值 不 在 TT 
的 任何 点 取得 ,那么 uCz,y) 必 在 D 内 的 菜 点 Po(zo,ye) 上 取得 最 
大 信 1 Mo,=u xo Ly). T M 为 w(x,y) 在 边界 上 的 最 大 值 , 作 函 
数 ， 


M, — 
zo (Z ,y) = u(r,y) + JR? 


Mec 一 zo) + (y 一 yo) 


(9.3.1) 
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Xo PEED E, M REER D B3 09 642. 因为 
‘wl.re o) 一 Gn ye) 一 M, I i 
WE Eg ` Ge pus 


wy) «M eu = M 


-lacMocM 
Br E v Ge. o) Fal ux. y)— FEE D ARSC y0 EU EX 
值 ， 由 "(z,y) 的 定义 ， 在 这 点 上 可 得 

Fw e | es du, (M,— M) 
EX) ui = — + 3: + — Oo 

0. M) 

T -2R 
由 于 cas 在 点 Gy) 外 取得 最 大 人 MAERA LEA 


Pw <o T9 co 


y ` 


20. (9. 3. 2) 


.. f Dl aoc 
因此 在 这 点 处 可 得 


Žr due 


LU z 十 3⁄ =< 0 
SO 228. PRESQUE M RC DB 
值 必 在 愉 上 取得 。 证 毕 。 
定理 3( 最 小 值 原理 ) 如 果 函 数 w(z,y) 在 有 界 区 域 刀 内 调 
和 ,在 DD= D+T 上 连续 ， 则 u(z,y)4E r 上 取得 其 最 小 值 。 
证 ， 将 定理 1 应 用 到 一 wz,y) 即 得 证 明 。 
推论 1 Buly =C HRO, PEPEE. KA: n 
y)=C 为 调和 函数 , 它 在 D 内 与 上 取得 相同 的 值 。 

”推论 2 设 w(zx,y) 及 w(x,y) 都 是 区 域内 的 调和 函数 , 且 
在 万 = D 二 PP 上 连续 。 如 果 在 愉 上 成 立 着 不 等 式 aso, MEDA 
上 述 不 等 式 也 成 立 , 并 且 只 有 在 uomo 时 ,在 D 内 才 会 有 等 号 成 立 
的 可 能 。 | 
证 设 ww=u 一 v, 则 w 为 满足 极 值 原理 的 调和 函数 , 且 wlr 
<o TEE DAR 
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wx max xu (z ,y) < 0 
Ger 


Bde D BUE usce. EAE D. EU uve BI 2-0 DU B B ë pe midge D 
内 有 | 


0- min wlz,y) < 2 max wry)=0 
Gern 


Bp w = 0, MA Tü U= UVa 反之 , 若 在 D 内 «7v, B] 2 一 0, 几 连续 性 , 则 
Er ELE w=0, B] =, 

现在 我 们 利用 极 值 原理 证 明 拉 普 拉 斯 并 程 第 一 边 值 问 题解 的 
唯一 性 及 稳定 性 。 | u 

定理 3( 唯 一 性 定理 ) 如 果 狄 利克 莱 问 题 


m =0 ` 
ulr = f 
在 DD 内 的 解 存在 , 则 必 是 唯一 的 。 


证 : 设 凯 (x,y) 和 w(x,y) 是 犹 氏 间 题 的 两 个 解 , 即 
w = 0 " = 0 
u, Ir = £ H; |p = f 


所 以 ,v= 一 ws 是 第 一 边 值 问题 


M" 一 :0 
vlr = 0 
的 解 。 由 于 vir = Gua 一 Wi) |r = 0, BETTE 
. . u, E= u, . 
T EN CREE E D 的 所 有 内 点 上 有 | 
因此 , 解 是 唯一 的 ， | 
”定理 4( 稳 定性 定理 ) KATIE P3 [RTELOS EXE 5E OBCT n 9 
条 件 。 | 


dE: ÜZ a 和 za 分 别 是 第 一 边 值 问题 
W =0 m =0 `: 
uir fi | tlr = f, 
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的 解 , 其 中 六 和 f, 相差 其 小 , 即 对 于 预先 给 定 的 6008 

| max|f, — fil «e 
MERER |a, — ml< MERER. A & v=u u jv 是 第 一 
边 值 问题 WI 


(7 = 0 
v|r = f, — fz 
的 解 ,根据 最 大 最 小 值 定理 有 _ 
|v| < max |v| = max| fı — PE 
B | ua — «| s max fi — fel <= 
定理 5 狄 利克 莱 外 问题 | 
Au = 0 (z,y,z) € f 
in = f 
limu = = 0 


的 解 如 果 存 在 ， P 是 唯一 的 。 
u: Ew ;tz 是 狭 氏 外 间 题 的 解 , 令 v = u, — ws 则 调和 函数 vw 


满足 
Av = 0 
" = Ü 
limv = 0 | | 
如 果 v 不 全 等 于 零 , 则 必 存 在 某 点 MED, 使 得 vCM) 关 0, 不 妨 设 
o(M)>0, 以 有 表示 半径 为 R 的 球面 , 取 R 足够 大 ,使 用 点 落 在 
由 了 及 Te 所 围 成 的 区 域 O, 中 ,由 于 
limu = 0 . 
可 得 在 Tr LA vlr, <M), ,由 此 得 到 调和 函数 在 Q, 的 边界 了 了 
及 D. 上 都 取 不 到 最 大 值 , 与 最 大 最 小 值 定 理 矛 盾 。 所 以 只 能 
v= 0, Wi = ty 
类 似 地 可 以 证 明 狭 利克 莱 外 问题 解 的 稳定 性 。 
对 于 第 二 内 边 值 问题 ,可 以 证 明 , 除 相差 一 常数 外 , 解 是 唯一 
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第 二 内 边 值 问题 是 
Au 二 0， 在 2 内 
fa 
1 
其 中 zx 在 万 = 0 十 PP 上 一 阶 偏 导 数 连续 。 
设 usu: 是 上 述 边 值 问题 的 两 个 解 , 则 v=u — u, 是 下 列 第 二 
边 值 问题 | 


r 


do (9. 3. 3) 


= 0 


r 


加 本 EAR 


n 
的 解 , 其 中 在 f=0 十 上 一 阶 偏 导 数 连续 ,在 第 一 格林 公式 
III uAwdt) = |: Wis — II! gradu * gradxod(2 


n 


中 的 < RI w 都 取 作 w==w 一 us, 则 得 


0 = fe Xas — | (grado)°d(2 
H Z (9. 3. 3) 中 的 边界 条 件 即 得 
Il (gradv)!dQ = 0 


a . 
所 以 ,在 品 肉 必 有 grado —0, HE 


9e _ 9 do. 

ar y 中 0 
因此 ! vzxC, ui — u, =C 
由 此 得 到 


定理 6 ”和牛 曼 内 问题 的 解除 去 一 个 常数 外 是 唯一 的 。 
”最 后 ,讨论 解 的 存在 性 问题 。 

D 圈 域 的 狄 利克 莱 内 问题 

我 们 知道 ,半径 为 a HARAR AME 
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m ° (9 3 D 
u(p,0) lesa = FO) ` iN 
的 形式 解 是 

u(p,0) 一 E RE E 


我 们 即将 证 明 ， P FERREE ERT, Xx (9. 3. DARE 


` Ë 
£ (a,coskÜ + b,sinkÜ) (9.3.5) 


. u(p,0) ) Bl E 3 C9. 3.4) 的 解 。 


因为 1(0) 是 连续 的 ,所 以 
a, 一 xL |” fC0)cosk0db (k= 0,1,2,-) 
Ta Jo 


b, = + |, f Osinko (k = 0, 1,2,3，…) 
都 是 有 界 的 , 即 存在 常数 M>0, 使 得 | 
la| < M, lal < M, I| M = 1,28 2 
考察 函数 列 | | 


p s 
ui (0,8) = H (a,cosk0 十 basinkg) — (9.-3.6) 


有 | 
lu, | < 2| 2) M. a< L< P c 
因此 ,在 单位 圆 内 的 任何 闭 贺 域 内 ,级 数 (9. 3.5) 一 致 收敛 。 
| oti 
an| | 
E a 
所 以 把 级 数 (9. 3. 5) 对 o 逐 项 微分 所 得 的 级 数 在 上 述 闭 圆 域内 也 
是 一 致 收敛 的 ,同样 可 以 证 明 将 级 数 (9. 3. 5) 对 p 和 9 逐 项 微分 两 
VORHER SURG Ss oc 0 c^ cii 致 收敛 的 ,而 级 数 
(9. 3.5) 的 每 一 机 都 是 调和 函数， 且 上 述 级 数 均一 致 收敛 ， 所 以 
Au = p 一 二 ur — Um 


b-1 kel 
£) Caicosk -+ b,sinkO) | < 2 £| ^| 
a ' ala 


-5 i| H (aucostg + bisink [Re — D +k — p] = 0 


从 而 函数 u (o, OER 0 < E< 1 内 的 任 一 点 土 是 调和 的 


经 证 zx 满足 边界 条 件 u = f» 
H anb 代入 式 (9.3.5), 因 级 数 一 致 收敛 ,交换 求 和 与 积分 的 
次 序 后 得 


u(p,0)= frod 
iz 
+ 2 


k=1 


ET A f 
H | f (GO Lcos&rcosEÓ 十 sinkrsinkð jdr 
0 


2x 


gut + 2 > | " cos (8 — r) ]f/ (Ode (9. 3. 7) 
因为 当 0<<p<1 时 ， 
m p) | 
re22[[4 cosk (ð — z) | | 
— ` P| a-o e t aey 
ADe erge] 
iB- D -i-r 
二 1 十 ES T a — pe^? 
ap 


a? m ape? — ape 9-9? + e 


所 以 
2r 
ulp,0) = 2z] Fn nd (9. 3. 8) 
由 式 (9. 3.7), 当 f(0)=1 时 得 u(p,0)=1, 由 式 (9. 3. 8) 得 . 
] - if a! — p ! 
2rJ a^ 一 2apcos (0 — r) + dr 
对 于 0 委 o 委 1 ,可 得 
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2x 22 一 p . 
fay - [la zapos — 0) + gl dr (9 3 9) 


HACI. 3. 8) 8: (9. 3. ?得 


去 "(ar — p DEFO 一 fe) 
“0 人 — /2) = a! — apeos (8 — c) + dae 


(9. 3. 10) 
由 于 jb) 在 区 间 [0,2x] 上 是 一 致 连续 的 , 故 对 任意 给 定 的 e> 0， 
存在 正 数 6te) ,使 得 当 |10 一 zl|<8 时 ,有 

[/(@) — f(r)| «e 
in A [0— c|zó6, T 0—c7 2e — 0,1,2.) I 


lim — a 0. ='`0 
- à! — 2apcos(8 — r) + p° 
即 是 说 ,存在 pos 使 得 对 于 0<p<po<a, 当 19 一 rl 之 6 时 ,有 
a — p 
a? 一 2apcos(B — z) + e < 
ERO. 3. 10) 右 端 积分 区 间 分 为 19 一 r| 之 9 与 10 一 r|<3, 则 有 


lu(o,8) — f(0)| 


1 2 u a? p x 
< 22 i8- r|>è a: 一 2apcos (8 — r) + p MIC) fir) [dz 
zd. d ;1/ (8) — f) dr 


2r) -rice a? — 2apcos(8 =D +P 


1 1 

< xç ° 2neC max 2|7(0)1) ud 

=e. [1 + 2( max | f(0) D] 
即 对 2 一 致 成 立 。 

lim u(p,0) = f(0) 
因此 ,我们 得 到 如 下 的 定理 。 
定理 7 ”存在 且 仅 存在 一 个 调和 函数 x(2,2) 取 给 定 的 连续 边 

值 SO) ,这 个 函数 的 积分 形式 为 


u(p,0) = Lf ee ——- f(r) |dr 
l ' 27) p — 2apeos(0 — r) + a° 
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级 数 形式 是 
u(p,0) = > + >; | H (a,coskÜ 十 b,sin&0) 
k=1 


2) SB kB TRIS SE PS IE) RE 
矩形 域 的 狄 利克 莱 内 问题 是 
| (Au — 0 0<<x<a O< yb 
[esci = 0 (9.3.11) 
ul,- = f) u|,-, = 0 
它 的 形式 解 是 
m sh kr b— 
u(z,y) = Pjai De Pon ar (9. 3. 12) 


k=1 S — 
a 


其 中 az 一 2 f fe)sin kT dz 
aJo a 


现在 我 们 来 验证 , 当 OE0 al EEE, P Ge) #E[0,a ] EAE 
BEZH f(0)= f(a) 0B] 3k C9. 3. 12) 表 示 的 函数 u(x,y) 的 确 
是 定 解 问题 (9. 3. 11) 的 解 。 


我 们 注意 到 
kx 
sh 本 人 一 y) ETE p me» 
a 


«Cte T 
其 中 C' 是 常数 ,因为 f(z) 在 [0,aj 上 连续 , 故 是 有 界 的 .从 而 
la* | < = flde = c, 
因此 w(x,y) 的 级 数 形式 (9. 3. 12) 可 用 级 数 
DM (y2»20 M= 常数) 


来 控制 , 故 当 0 过 zx 过 a,y 之 y 宇 0 时 ,ulz,y) 的 级 数 式 一 致 收 化 ,从 
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而 和 函数 w(z,y) 在 这 个 区 域 上 连续 , 旦 有 
u(0,y) = u(a,y) = ulz,b) = 0 
即 满足 三 个 齐 次 边界 条 件 。 | 
将 w(z,y) 对 了 微分 两 次 即 得 
a 


ae < ^ lg krb in a” 
-sh — 
a 
将 zx 对 y 微分 两 次 得 
2 一 >a |). ^ Hia _ "in Eme 
ay £a am t 


Fu Fu ， 
显 见 'actt 7 的 级 数 都 以 


Em jre- (0 过 yo 过 5 M 一 常数 ) 


Fu Fu 
e Pa E ORO 


ayyb ERASE MANAGE EEn 满足 拉 普 
拉 斯 方程 。 

最 后 验证 wr,0)=f(zx), 由 f(x) 的 所 设 条 件 知 ,f(xz) 的 富 
里 挨 级 数 一 致 收敛 ,在 u(x,y) 的 级 数 中 令 y==0 得 

uCr,0) = 2 jai sin ar 
因 x(z,0) 一 致 收敛 于 f(z) 可 表示 为 ， 对 任意 给 定 的 e>0, 总 可 找 
到 正 数 Ne), 当 和 .>NCe) 时 , 恒 有 

` IS, 2,0) — $,(2,0)1 <E 


m sh Ut qp — y) x 
其 中 Saly) 一 Mat sin u* 


为 优 级 数 , 所 以 ， HERBO <y T 
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我 们 也 知道 5.(z,y) 一 S,Cz,y) 满 足 拉 普 拉 斯 方程, 且 在 z=0,z 
=a 和 y=b 上 满足 边界 条 件 . 根 据 最 大 (小 ) 值 原理 ， EERST 
<a,0<%y<b E, m.n2>N eME - 
1S。(zyy) — S,(z,y)| < £ 
TE uCz,y) 88 3 Xe V A bk E — SK A. BF DURER a (z, y) 
f0< ra Kyb 上 连续 ,从 而 得 到 
u(r,0) = Maj sin ar = f(r) 


至 此 ,验证 完毕 。 
习 E JL 


1. EBERT fE FH BJ WI S BS] XE J 48 PEL D EU RR 


d Ca 6a 
证 明 其 能 量 是 减少 的 ,并 由 此 证 明 方程 
Zu = q’ Zu —c x + f 


的 混合 问题 解 的 唯一 性 及 关于 初始 条 件 及 自由 项 的 稳定 性 。 
2. 证 明 初 值 问题 


gi ba 一 ce < z <+ c° 
= ci T CDu + + f(x) (0 
u| =) — so < z <+ co 
a 
aj. G 
解 的 唯一 性 。 
3. 证 明 半 无 界 问 题 
$4 mat + fia) Oc r«--o 10 
u 
u limo Qn z = Yr) O< z< °° 


ulemo = #G) í > 0 
. 319 。 


的 解 的 唯一 性 。 . : . 
4. 证 明 初 值 问题 | 
E — aCzr,t) ži + br, E + c(z,bu = fs) 
— co <zxz<+ c t0 
| ulmo = Ar). — ° < zx <+ = 
的 有 界 解 是 唯一 的 ,其 中 aD Sata Dbl eG RI. 
5. 证 明 半 无 界 问题 


— P IL fü) 0<xz<+ =e t0 


ulmo gx) 0 < z <+ °° 
t |z=0 = BG) t> 0 


的 有 界 解 是 唯一 的 。 : 
6. EO 0 0 BORLP GEHE E EIB] RE 
学 一 a 2 一 2 一 0 
u|.-.-— uw|..:— 0 
ulio f 


的 解 关于 初始 条 件 的 稳定 性 ,其 中 Foo €c 
7. 证 明 泊 松 方程 狄 利 克 菜 内 问题 
Au = f 
n" = g 
解 的 唯一 性 。 
8. 记 Ri = irp] — ç < z <+ oy > 0) 证 明定 解 问题 “ 
n Au = f(z,y) (m,y) € R; 
u|l,2o =A) — so < z <+ = 
BFR ON (R; ) 的 有 界 解 是 唯一 的 。 
提示 :考虑 辅助 函数 wG,y)—dn[z^-- Gy-314uGr „DH e 是 任意 
正常 数 。 
9. Ë: D AZARAE: Poleo yo € 4D u € cIONPO NADE se RETI 
题 
[— Au = fG,y) (x,y) ED 
IF = @(xz,y) 
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HJ AE FRE uE BI X FE RJ JEDE — 09, 
提示 :考虑 辅助 函数 多 (zyy) 一 em L iuei d Æ D E, p= 


V Cr r d Hy y ° 
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O HFI 下 函数 的 基本 知识 


我 们 将 了 工 函数 的 定义 及 基本 性 质 作 一 简要 的 介绍 
1. ARS p 函数 f 
我 们 称 以 p,g 为 参量 的 广义 积分 
Ita — xy tda 
为 第 一 类 欧 拉 积分 ,这 个 积分 当 020,40 时 是 收敛 的 。 由 它 所 
确定 的 函数 , 称 为 pq 的 P ERR Lid tE 


| | | 
Bo = [ira — da (1.D 
Bs = 2 | sin? gcos% '6d8 ( 1.2) 


我 们 称 以 p 为 参量 的 广义 积分 


为 第 二 类 欧 拉 积分 ,这 个 积分 当 p>0 时 收敛 ,由 它 所 确定 的 函数 
RA pArA. wE 


jo . 
rip) =| e “rt !dx (1.3) 
EAC DP r=, WE Tr 函数 写成 另 一 种 形式 
DO» =2| endi (1.4) 


SUte IDE Sr T 函数 与 8 函数 之 间 的 关系 。 为 此 , 先 计算 
P ra. BRO ，4) 可 得 


+ n + o 


Ip) " T'(q) = 4| Je Gen gre- Lgta- iddn . €I.5) 


0 0 
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4 £ = pocos0,7 = esinó ， 则 


pi^ * 9 ein!^- 1 Gcos^ Aded 


ro). ra) = «Je 


= ofe "porto ido。 2 | sin -geosz 1846 
0 
Ü 


将 上 式 右 端的 两 个 积分 分 别 与 起 (1 .2)、 式 (I .4) 比 较 ,可 得 
T(p) .TQ)= PO ta) Pee 


- DG) rQ) s 
或 BG.) = POFO (1.6) 


式 ( 工 .6) 建 立 了 P 函数 与 函数 之 间 的 关系 ,这 个 关系 式 也 称 为 
欧 拉 定理 ,借助 于 欧 拉 定 理 当 其 中 一 类 函数 的 性 质 弄 清楚 了 , 另 一 
类 函数 的 性 质 亦 可 获得 。 
2. 卫 函数 的 性 质 | | _ 
DEAS P (p + 1) = pre) E (1.7) 
证 :由 定义 我 们 有 | l 
re +1) =-| 。 adr 一 一 w. 


. [+° . 
=— ze Je + p| etur tda 


当 pp>0 时 ,ze 一 0, 所 以 有 2 + D= B) 
重复 利用 这 个 公式 可 得 
D(p)-—-(0p—DpDp—nD-(p-)Dop-27p—2-25- 

= (p — D~ 2)=--(p — m) (p — m) ` CI.8) 
此 式 说 明 , 自 变量 大 于 1 时 了 本 数值 的 计算 可 化 为 自 变量 小 于 1 
时 本 函数 值 的 计算 。 

如 果 尹 是 正 整数 , 则 由 式 ( 工 . 8) 可 得 

DOG + D = prp) = pO — D72. 1 DD 

而 |. TO») NES -—],K u 
I(p + 1) = p! (1.9) 
| « 323 。 


2)D Rcg SUR 1 TE 
利用 工 函数 的 递 推 公 式 ( 1 .7)， 我 们 可 将 Cp) 的 定义 域 扩 

充 到 不 含 负 整 数 的 负数 域 上 去 ,例如 ,对 一 1 二 p 达 0, 我 们 定义 
r) = PED TD 


这 里 p 十 1>0， SU EER amet. 

P iE —1« 0 内 的 值 既 已 确定 ,就 可 再 用 ( 工 .10 定义 
出 一 2<p 达 一 1 内 了 函数 的 值 。 这 样 逐步 进行 下 去 ,就 可 将 全 K 
数 的 定义 域 扩充 到 不 包含 负 整 数 的 负数 域 上 去 。 

在 负 整 数 处 , 函数 会 怎样 ? BRCO JOTA 

timro) = im PED. ° 


(I.10) 


即 当 p>0 时 ,TT(p)>co。 利 用 这 
个 结果 ,可 以 推 得 当 p 一 一 1,p 一 
一 2 py 一 上 (为 正 整 数 ) 时 ， 
0, 一 1, 一 2,… 时 ， F = Ü , P 
数 的 图 形 如 图 ( T -D Br. 

3. M Op 时 ， 


rip + PG — p) 一 


YT 

"CI.,1D 

证 ; 由 式 (1 ;6) 得 
TOAT — p) —DOBG—P:5. 


-Bü- prp [z — nh dz 


]—x 
A. pmi 
$t ; uU 


TOPA = p) = -dt 0o pl 


, | 
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Ld 


我 们 用 留 数 定理 来 计算 上 式 右 端的 积分 。 
取 积 分 路 径 如 图 1 -2 所 示 。 这 个 路 径 是 由 
议 支 点 x 为 中 心 的 小 六 与 大 加 以 及 沿 实 轴 
两 条 方向 相反 的 线段 EA CDE EAE 
假设 = 的 幅 角 为 0, 而 治 CD 上 = 的 幅 角 为 
27x) 所 组 成 。 由 于 沿 正 实 轴 作 了 割 线 ,所 以 


B IL 是 单 什 的 ,利用 留 数 定理 得 图 1-2 


eg es +EATCD 
Rien- De 


2" 
z «f T+ Res E 


R° 
<f Ridp= R—1 


Rt! -a-p 
1 OQ O7?2)-0 %4 R—cohBbk, 
1 — — 


2x » H eC 1M . 
- | - TF re” EIL 
(ret)? 


< F 1 + re” 
Dnr’ 


"1—7 —0()-0 当天 0 时 。 
t 


J Itz =f t> >f e Š R> r>0 时 ， 


z^! u R (jetja! D zi DI 
Livi 7j, | p dr = e| p 


^ 
* 


= 2 


2x Lad 
de < | de 


]1—r 


ipt 4-06 DC i R 
— em dz — 00 rr-> D 
| 1 4t 0 时 ， 


a epe 


(eibi un of pu dz EE 2gig tT Ds 
-Jo lobt 
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上 on [D^ ^! eo D» 1 
一 一 一 入 = — 2ri 一 一 一 一 一 一 2xie"-—————— 
P | 1+# 2 e — 1 et" — e?" 
— x ` 
^ sinpm 


- 


特别 是 , 当 p= E, Eg 3 得 


"四 -wn 站- = 


误差 函数 ”erf(y) = = l'e-^dt,ertcoo) =1 


5 7 


2.2 pnoXX 43. 2X... 
erl) = Ly 113 T 215 317 T J 


十 ce 
RIRA eric) = 1 一 erf(y) = P | e^" dt 
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附录 


REAM 
fG) 
PG 

f?) 
fett 


十 os 


Í filr) fale dr 


E < 
ræ Mn 2 
0 其 它 
0 xz<0 
fai | 
" T2 


fG) s Ae“ (27-0) 
8r) 


uix) 
uCz)* z 
u(r)e^'* a0 
u(z)sinar 
u(x)cosar 


cosar 


富 氏 变换 与 拉 氏 变换 简 表 


一 , 富 氏 变换 


F(A) 
GAFA) 
GAJE (A) 
F(A—a) 


FiO) * FQ) RF EDR fi(z) 的 窗 氏 变换 


x[6(4—2) 4-6(A42-2)] 


ix[6(14-0) — 6(A4—a)] 
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1 < 
aiu Re(a)«0 Te 
z ; >f de N ` 
Tail 132 pl 
(a 4- x1)? Ret «0 Dae 
e'bz x _ 
"nn Re(a) «0,5 为 实数 e" K 
mes Re(a2«0,5 为 实数 gue repere) 
sinëx ` . ox TEN 
altr? Rea«0,6 为 实数 TAG eol 1 
2 
|z] -4 
d. Vx 
lz] 


fx) FO) 


stFG) — [s*-  fC0) 275572 e + £5 0(0)] 


J% (x) 
C~) fiar) FO) 
人 freedz FG) 
? $ 
f(z—r) e^ "F (s) 
. e'o* f Cz) FG—58) 


[tfi nds | Fi e Fico. 其 中 FOE o GOBSERGER 


fe 


DI. 


LS CI 


zul) (> 一 1 T+ 
ac 1 
e ` 
S~a 
= (k>—1) jul D 
sinaz ATA 
st +a 
s 
cosa c Sai 
a 
shar Fla. 
$ 
char ai 
rsinar — 
G*--a*) 
sa 
XCOSaT lipaj 
xshax m 
(s? —a*)? 
rchar sa 
(s1— a?) 
e^**sinaz 
(s+b)°+a 
e ""cosar — hb _ 
(s+)b):+ a: 
. 1 1 "2 
1 — | — — — 
sin?r 2 | zi 
1 l, s 
E AA 0. 3 2... 5 
cos!r X. 3 
ar. „bt ab | 
° e (s—a)(s—5) . 
(a—b)s 
ar ob 一 -一 一 -一 一 -一 -一 
aet! —he (s—a)(s—5) 
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1. 1. 
—sinaz— —sinbr 
a b 
cosaz— cosbx 
l Ja —eosaz) 
1 . 
<s 477 sinaz) 
(1—azJ)e^** 


Leme“) 
a 
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b — a? 


TOW (Db) 


(bt-— a1)s 
(G*- Fat) Gs* 4- b) 


do. 
s(a?) | 


I" 
~ 
[^ 

` 
+I" 
* 

re 
— 


续 表 


象 原 函数 象 B&B 数 
1 
J (az) 
5? +a: 
1 
dolar) 
è $2 — aš 


. 3o 
Jol2 Nas) PRI 


1 
z] Cam) 
toe w4d-b)1—a* 
$ 
zJo(ax) Grai 
t 5 
zlyi(ax) spissa 
1 


e'eríc(Q zr ) 


JiGz) Re(GO2 —1 


Vs G-D 
at | —) i 
Va? past va? +s? 
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HRE 分离 变量 法 表 解 


F| 定 解 系 件 | 
spa ua] Wem mean | s w a 
Èra 


+ bjsin e) sin Ë, 
7 
1 
a = 了 | Kesin eae 


ull, t) =0 = ],2, 
b, =— l|, $sin dt 


pa 
u= z. ++ Y | acos Ë T: 
+ bysin d cos Hr 


i 
a, = + P Ecos edt 


b = + [ca 


Èn 


k—0,1 d. 
b, = es. picos d$ 


us. =0 


_ 2 _ =Z — 
É 2] sin Dx u= 3) [ ascos (2k = Jra 


. k— 2h — 
+ésin (k Da nd sin — 


i — 
a = 了 | resin G aqe 


-a glé)sin De 


talit) = 0 =1,2,3,-= 
^7 (Zk — Dra 
us (0,1) —0 LE os GE-Dr | n 3 ( aos Gk — De, 
tsin GI J Ws 
a = + | cos k 一 ET 
2 G Drag 


_ 4 à 
. (Zh 一 Dy | seos 2l 
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Tr - 
kx? kx 


式 


u= Sae l 7 ) "sin Lx 


€, = Z f Psin F eae 


ull, t)=0 
uj 0 t)—0 os _ » 
| u= T Dae 学 ) cos Sr 
i-i 
» 2[ kné 
ust) —0 €= Eos a 
(2pE—1)x])2 , (2k—])x | ú= 
u(0,t1)—0 [eue | sin — 
. 2i 2l S'ae- | 21 Dre V (24 — Dr, 
k=) 2l 
! . Ë 一 
uz(lst)=0 ch = 二 | asin 《2 zi LIS 
= (2k— Dx 12 (2&—1)x u= 
ui(0.)—0 [ 2i ] RE 7 Nd a. _ [ 3&7 Dre Y, QE - Da 
unt 2f cos — * 
Li — 
u(,0—0 k—1,2,8, p z[ gE)cos (k — Dre 
0 21 
u(0,y) 
-9) : ža Ra 
ulay) u= D [e e1) 
=@(y) . . 
x (aie T *H-bie - T)sin "y 
2 5 x. . kx 
a= A [Lo -pee en Att 
u(r,0)=0 h = tl. iL co Jin Pat 
uGr b) 0 h= COF ~ kc Jsin 3 
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k=0,1,2, °. 
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ascosk0+ bisink0 I 


Ë 
x ( ae" 2 H bhe- Z) sin s 


a = ij IG 一 ge i Js» Lim 
xb . hé 
b = I EOCTEFON —at 


u= 
ind +4 

E + >s (a,coskó + bs | 二 | 
kay 


ra 时 取 十 有 
(San 取 二 4 


a, = LI. (£)coskéd£ 


2r 
b= 去 | fG»)sink£dé 


HFN EHER ERI 


3 N-1 us Qu Ü >= f (z t) 
= X 件 
NIE Gunn 求解 和 公式 
初 值 ij 值 
- 2x1 
ulit) = Ü — fi 
sin ELLEN Era (t— 1) T) in knz f | Er) 
i l i od o 
: t— 2 <, 1 * Gdédr 
u,(0,t) = 0 d uL 
uu. = 0 kn, kmaQ—r) kar 
cos ési — cos ~ 
uCr,00—0 
u(x,0)=0 2S5 2 in @ + DE 
0< r= u(0,0 = 0 xa 4 2b 十】 2l 
u: — 0| — . (gR-1)maG—7) .. (2b-- Dr 
sin ~ ya - sin 0 — 


2c 2 (2k + Dn 
元 之 cos —E 


ui, —0 2b Ti . 2 


u( t) 一 0 


mi 


in ADG — r) y (GE + Dz 
2i 2 7 


u(r,0020 E 1 fpem r) 
ulr 0) =0 L FE (z-a(—17),z-aG—0) PLP o 
2a EE (z=—aGt—t),z+a(t—r)) 
=o < r« op fX5,r)GdEde 


- 
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KHEN 格林 函数 法 表 解 


* N -2 14 — a^ uu 7 f Gest) 


u(0,2 =0 
u( 1-0 


efi 
uz(0,t0 —0 PPren 
a(l, t) =0 "cd 人 dr 
O< r< 
o> r20 
u(z,0)—0 o o 2 V uin (2k4-1)x£ 
0< z<! u(0,22— 1 > . 21 
us (4t) —0 wa 
: ec ( SS) *u-o ,gin Qr em 
a 2 * RHIDE 
us (0,1) 0 TÉ 
uC 0 NECI (2k--1)tz 
| ef zi )'« 7. cos —— — 
2l 
nr 
Í. j JED . 
u(z,0)=0 1 e uz: T> 
° a? -r . 
-olro 2a Valtr) ta n Gdêdr 
三 < 
t 之 0 
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a 
TMM, Por MM, 


u|s-o 
求 空间 = f(x,y) 
729 | lim(u=0) 
po 
球 
rT Hy Hra 


对 于 Ax 一 0, 将 求解 公式 换 成 式 (6. 3.5). 


l| in dl in — _D 
n Pr, BVMM, TMM, 


| 


Pot MM, 
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附录 V ”一些 预 备 知识 


1. 函数 的 一 致 连续 性 

D 定义 ; 设 函数 f(z) 在 某 区 域 I (有 限 或 无 限 ) 上 有 定义 。 
若 对 任意 给 定 的 s>0, 都 存在 一 $=9(e)>0, 使 得 对 区 域 1 上 的 
任意 两 点 < 和 rH [2 7 2, | 8 BE IRAE 

|fGD — fix) < ë 

恒 成 立 。 则 称 函 数 f(x) 在 区 域 1 上 是 一 致 连续 的 。 

2)Confor 定理 。 在 闭 区 间 [a ,6] 上 连续 的 函数 , 必 在 这 区 间 上 
一 致 连续 。 . | | 

2. 含 参 变量 的 积分 “ ，. | 

1) 含 参 变量 的 积分 , 若 函 数 f(x,y) 在 矩形 域 [a,5b;c,4d] 上 有 
界 , 当 y 固定 为 Lc,4j 上 的 任 一 点 yo 时 ,函数 f(z,yo) 若 在 La,5] 上 


可 积 , 则 数值 | Sydde 与 .y。 有 关 , 当 yo 在 [c,d] 上 变化 时 ,所 
得 积分 值 一 般 是 不 相同 的 。 即 

Io) = | £e,yya= - 
是 的 丽 数 ,定义 域 为 [<,d], 被 积 函 数 中 的 y 在 对 z 积分 过 程 中 
不 变 ,通常 称 为 参 变量 。 并 称 | F(z,y)dz 为 含 参 变 量 的 积分 。 


这 种 由 含 一 个 参 变 量 的 定 积分 来 确定 的 函数 1(y) 有 很 多 应 
用 。 下 面 列 述 一 些 有 关 它 的 连续 性 ,可 微 性 及 可 积 性 的 定理 ， 
定理 WRA jz,y) 在 年 形 域 [ae,bic,d] 上 连续 , 则 


b 
Icy) = | f(x,y) dx 


是 Lc,dj 上 的 连续 函数 。 
这 个 定理 又 可 写成 如 下 的 形式 


b b 
lim | Fix, ydr =Í lim f(x, y)dz 


定理 2 设 函 数 f(x,y) 及 Syp EEE: abcd] E 
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连续 , 则 
d [* s 9 
Ef Sadr = | a da 


即 微分 运算 与 积分 运算 可 以 交换 。 
对 于 形 如 
F(y) = MICE 


的 积分 ,下 述 三 个 定理 成 立 。 

定理 3 ERR f(z,y) 在 和 矩形 域 La,bic,d] 上 连续 ,函数 
aly k b(y) 都 在 [c,d 上 连续 且 aa GO bas; b Cy) «b, WI] 

F(y) = | fodz 

在 区 间 [c,d] 上 连续 .。 | 

定理 4 GER Sy) Pon y BEXE DC BE abcd] E jË 
a'y) b GOTEIXIBILe d EREE: H asa GO Sb axib(y) x 
b, ij Ë 

; _ d B) ` 

F'(y) = di]. Aene | 


b (y> ' 
B | | G y)dz + OC), yj’ G0 — fLaGD y Ja (y) 


定理 5 车 函数 f(x,y) 在 矩形 域 [a,5;c,d] 上 连续 , 则 
[ay| eradz 二 J dz | fers)dy 


即 积分 顺序 可 以 交换 。 

2) 含 参 变量 的 广义 积分 。 

当 含 参 变 量 的 积分 的 积分 区 间 为 无 穷 区 间 ,或 被 积 函数 在 有 
限 积分 区 间 上 无 界 时 ,就 称 为 含 参 变量 的 广义 积分 。 

首先 我 们 定义 广义 积分 的 一 致 收敛 性 。 

定义 (1) 车 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 一 个 N,(e)>a; 当 N'， 
NN 时 ,对 一 切 yE[c,d] 便 成 立 | | 
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fron 


风 称 含 参 变量 广义 积分 六 fce TS， y ÆR Cod] 


上 一 致 收敛 。 

定义 (2) BRA f(z,y) 在 矩形 区 域 [a,6; cd ae X, H 
对 每 一 个 yE fc,d] 都 有 zz 时 ,yzvy) 无 界 , 如 果 对 任何 6:0, 
存在 与 [c,d] 上 的 y 无 关 的 (e) ,使 当 02,7 <a COT 


EN LESEN fG,y)dx 


na [7G ot XFER y Cod] ERA 
收敛 性 判别 法 则 (Wiersfrass) 
UR E FOX E 
Fir, | & F(x) (a < z <+ eo c< y < d). 
如 果 | food m |” ”zsy)dz 关 于 ?ETe,d] 一 致 收 钱 。 
定理 1 (存在 与 连续 性 定理 )。 设 f(z,Y) 在 区 域 [a SO; c d] 
上 连续 , | Sadr $F y 在 [c,d] 上 一 致 收敛 , 则 函数 


十 om 
ICy) =Í J (z, y)d<x 


存在 , 且 是 y 在 [<,d] 上 的 连续 函数 。 
由 此 知 


< 


«E 


im], feeds = [lime 
即 极限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 。 | 
EX) WGODEENDe c dTEIUR |" fG, 
y)dz 关 于 yE [cd] —Bli ft , l 
KN Slx. ydr = [a Gy 
即 积分 顺序 可 以 交换 。 — 
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当 y 的 变动 区 间 也 是 无 穷 的 时 ,也 有 类 似 的 定理 。 

定理 3 设 /(z,y) 在 [avcoicyco] 上 连续 ,两 个 积分 | C, 
?)dz,| f(z,y)dy 依次 关于 y EMEN dli XF z Eti 
何 区 间 [a,6] 上 一 致 收 化 , 且 。 

[ax fezsy lay, fasi iris las 
有 一 个 存在 , 则 | 
[à "Fay = dy| flzsy)dz 

定理 4 W fiy) f GsyYELa cose d] EE, [fin 

?dz 存在 , [P onde XT y Eled] i-i RU 
Iy) = MICE ' 
的 微 商 存在 , 且 
5 fondre f Sf (zy)dz 


即 微分 运算 与 积分 运算 可 以 交换 。 
”3. 级 数 与 富 氏 级 数 的 一 致 收敛 性 
1) 级 数 一 致 收 敛 性 定义 。 
设 应 数 项 级 数 2 (z) ERKE I (有 限 或 无 限 , 闭 或 非 闭 ) 


KAF s(z) ,如 果 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 与 z 无 关 的 仅 依赖 于 
的 正 整 数 N EH n>N 时 ,不 等 式 


IsGr) 一 s,(%) | = | 5 aG) |< 
k—n1 


对 所 有 的 zxE7 均 成 立 , 出 称 级 数 2 u, (z) 在 工 上 一 致 收敛 或 均 


5]WC SX. 
2) (Weiersfrass) lJ 1] 7f m 
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设 函 数 项 级 数 uc) 中 各 项 在 区 间 I 上 满足 ” 
lu.GO | < M, (k = 1,2,3,7) 
且 数 项 级 数 Di 收敛 , 则 Yaz) 在 1 上 一 致 收 化 。 
8) 一致 收 全 级 数 的 一 些 性 质 。 
(1) 设 (x) 在 1 上 连续 ， so) 在 工 上 一 致 收 敏 于 s(z)， 
则 sz) 在 1 上 连续 
(2) 设 u(x) 在 [a,5] 上 连续 ， DES 在 [ea,5] 上 一 致 收敛 


F s(x), W HELa E] ESPBU TANER CPU I HE DUI 
Ela bl E t& — Sol MO 


| s(x)dz : = | ( Dac) 
3 (f wz)dz] 


(3) 着 *(z)= 24 GO (z€ [a ED IB EE a) Go) € HRN 
DEAE 致 收敛 ， 又 ac) t[a 2] Enc n, 则 其 
和 函数 solea b] Erie Sli 且 可 逐 项 微分 。 

s G) = | o)! = 3 a(x) 
关于 富里 埃 级 数 的 一 致 收敛 。 


若 f(z) 分 段 光滑 ,f(z) 连 续 , 则 
fix) ~ > + > (a,coskr + b,sinbx) 


一 致 收敛 于 f(x)。 
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= 题 一 
Fu :9 aà _ F (z) 
1. = = a 2[u-22]- fo Ta) = 
pu 142 ET 
Ba TEAG 4» & | 
z 2] ; 
4. 2 zZ|[a-5 | 2 =o 

uc dus (0 < z<, > 0) u, = au. (0 < z< Z, > 0) 

(0010 — z) u| Ox — x) I 
5. [2o 一 2 或 m.o 一 2 

ues c Ou] = $ E pu lem = 0 

€ 18 [2E 
e -lifbeÓ go tm 
7.u, = A’ Upsr [2 = Z) 

a 3f), 3f, æ af u 
scp% = Eha Z) + ZZ) IEE aned deos 
1) 为 热源 密度 ) 

5 u, 一 a! (tsz + uy, T uU.) a? = £ (c.n b 均 为 常数 》 

ou 
9. ys 2t QUU PX QU 
ài — — 
10. £37 Mm Qo 
fu u a Pu a a 
Fu 2€ du Fu 
< 全 一 一 =— = 0 
( ) 3 T d 0 O F 


12.0) 椭 贺 型 | 
D 在 z 轴 或 y 轴 上 属 抛 物 型 ;在 工 .W 象限 属 双 曲 型 ;在 DLE IRRUR ` 
HAR. ` 
3 WHE . 
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习 题 二 
lule) = 3c + y! | 
_ Íz -+al r—au). 
2«G = d ZEF) (577) - «o 
3. CD uz) = tsinx 


(2) ulz) = ao — ai — 2a')arctg(r — at) — (x + at — 22) 


143 (z + at» 
1 + (z — a) 


(3) u(x D=rp Lre (Xe x 
| 2 12 


arctg Cr + at) + 2atarctgz 十 Lin 


4. u(z,y z 1) = x) + Sra! + yz 
Eulz yd) = x! (z + 30 + a (Ga Ey) 


T.u (ry = 


: - P 
3 1 2x f'ai ch cut T [ £r) 
* |na), f ° A CO + rcosb,y + rsinf)rdrdó [ 


、 2 
pom „chaf cà — (5) 
tl. | — x 十 rcos, y + rsin0)rdrd0 


3 题 三 


Lul) ` 
Z cos Bisin L S g . (2n + Dxza o. (2n + 1) 
= cos ysin Tz + > [Gn + DaTas™ sn 
(2) u(r,0 - 


= >; — 1 sin ** — re Ta . la 

= 2. | agen 2 cosnmat + vag D” + ljsinnzat sinere 
= 3 2 Ë . 2n+ 1 ceo. 2n] 

C3) uen D = >| x | fonsin 7 tdéje + "sin "t 


a. A 4(— 1)" n). 
(4) ux y 一 é +) *"sin(2n + ior 
2; (Zn + Dr 


1 


sh $b 
a 


il 


(5) ulzi) 


sh eb — y)sin a 
a a 
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— z’) + x esi ) “osnnatsinnaz 


_ b <a _ C 1 NL REL: 2[ 
(2) ulzi) = a axi D py 7 n sin ^. 7 rd 


2. (D uCr,0— 


n — shz | 


(3) ur, = fa — cos 以 ) 


ich ŽU — 2) + hash — Q — 2) 


—— 


3.u Cr, = us b — b 


pet Y un! Cg’ + pÈ) 
(au, + EP + q c gb 


其 中 心 WE tge = — q = hi) 


或 u(x) = a (1 — pia? 
Y —ru us e) entm + vds E 
PED 
7 . 
7) ^*^ Jain 77 


4. (D Gra) = u + Y FUO- uo ]sin > r 6dée^ [CS 


am} 


2E Cmr nu 
(2) ux, 2» az P cos 2 1 Ta 十 sin s". 
+ 5 |, — sha | 


8k (— D (n + 1ra.. 2za + 1 

(3) uCr,0) = kx — E» n F 1505 yg sin — 7 
5. (D wtp = F(p,0) + v(p,D, im 

i (x) DOsing 2f (0) __psing 

arctg Kos — a — og GT ctg Ë xosi + a 


1 2-8 
vp, = " PED xL “mesas 


F(p,0) = 


(D Q y = A + 86 2 -1D aca GERD 


sh nal. 
b 2n + 1 
cos — — 


xy 
TE: la 6 


sh 
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6.u(z,y) = + (z — a (py + O) + Leg? > Sa l 


x [gsh tln — y) + (pb + gsh 2n 元 in E lxy]cos taz 
7. u(z,y) = a! — (Gi + y°) 


BH m 


1.02 4 = nu, = sinnz (n 1,2,3,72 
(2) L= nê sua (r) = cósnz (n—1,2,9,") > 
(3) ¿L = d, (sinu z).(cosuz) Cn = 1,2,3, 2 | 
2. 100 4, = 0, (AT?) u, Cr) = l,sinanuz,cosmmr (n = 1,2,3,72 


(2) À, = n? pua (£) = sinnr,cosnr (n = 1,2,3,-) 


3 (1) 2, 一 一 p + Guo uz) = (sinaze ? (n = 1,2,3,%) 
(DÀ = su, (z) = e *sinuiz (n = 1,2,3, — 


- + +m) u,Cr) = sinaz,cosmr (n= 1,2,8,-) 


= -L 
(3) À, = 3 


4. (1) À, = 1 + Car) an(z) = Tsin(nnlnz) n = 101,2,3,- 


u (z) = 1 M ME Gi = 1,2,3,7) 


Dast T+ (5) |， 


1 . nU 
u, (z) = si | ma + 2 | (n = 1,2,3,7 
IF r In2 
5 r= 2. i D — 1 feosna 


S 2 4 
s e= Pagi a) 
S J,(a) 
7. f (z) = > 2a, Ji Qa) OD 


14. u(r,0) = 4r! p, (cos0) = 2r'(3cos*0 — 1) 
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2n + 1» sh ntl 
2a - 


o 


15. uir, 0) = cu^ p, Gos() ,其 中 


nml 


~ Af EP. EM 
675 f. à = (] — cosa) 
1 
51 = 34 rdr = 84a — cos'a) | - 
2 cosa 4 
1 
cs = SA. las — Ddr = $4 (cosa 一 cos q) 


o2 _. 4 
16.u (p34) = 2, XJ. Pg z (Za cos Fand fp) 


(0) 


" nE n Es 
17. u(p,z) = 2R > ， — 一 ay | 
Smp J, (uto ys 3 g à Ha 


3 S 五 
l.z(0,0) = FD + v(o,D p 
-六 Zf (z) æi 2/0 . psip 
F(p,0) = CU RE LO — 2 c Ag T T CT cos + 
一 = = a° Le 
vD = l| ra Tr esa — s" 
2.u(r,0) = ^1 + gros 一 i* * pi (cost) 十 Br * bs (cos0) 十 … | 
Ra Ar Ma Ur m — z) 
_ sh "ch 7E ch —sh — ny h= ny 
S.G y) = g —— O —sin 一 = B —— —sin ^ 
sí b uo "a b 
sh — f f P sh -一 
b 
_ Abr AC. D*-—1] "ur nny 
4 ulr, y) = 7d + > ! "um sb —cos b 
"= n'msh 一 一 Ta 


A ZA a. 
culty) = >) Se Tosin “Tr 


a=] 


6. r > R;u y Cr ,0) = (p (cost) 一 1 Ry p (cos) 


cn 


+ ; 3 £) “p (cos) — ==] 


Mr < R.u,G,0) 


-£ _ 1 
= p Lo (cos) ° | 


r 


z) p (cos8) + L3 Z) ' p, (cosh) — J] 
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1.u(r,0) = a! — ri 


8.u(z,y) 一 一 ipzyG* +y’ ~ aè) 


9.u(r) 一 一 一 一 十 > 一 一 -一 一 :一 


Bb — Aa , (A — Bab Br 一 ea Aab—r 


ó — <a (b — a)r rb—a' rb—a 
10.235 r&aBb.u (r D= 3E, rcos0 
LI 1 ` k + 2" 


1 


to 


13. 


14. 


15. 


tu (r z) = 25 


May 2 a Bet ,u, (r ,0) 一 一 orcosf - + Ea 


nua. : 
J, (555) " ax x 
Af Jf (x)sin z z*dzcos —= 
ú. 


1.- "cos 


[Ex 


aml 4| PR) hb 
M umy) = Éz 


(2) utr, = A + Ersing 


Gru z+ Ea H yt a) 


(4 u= A 4E rsing +. frye +y — a°) 


_ 15 z + y 
(1) u= a + I 
pi 2 o 
Qy = p r= 
6 
(u= + ate ya : 
Aati x? t 
(Qu gie E z Ë 
z z 
D x= ———— FILE 
p| A + 2 + e] | 
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6. u(r, 0,9) = iü + 27! (3cos20 + 10] 
7. OD u(9,0) = 全 pieosp， 
1 


(2) z(e,0) = A + -Ë psin8 


a 
= Hj X Xx 
8. u(z,y) = — [ 2 + arctg] y E 
ax dt oad 
3. uir.y) = x f Olg —z) 33 (£ + zy: + | 
=A f ec 
10. u (M) un iR] R + pl 一 ZK 


dé . 


2 H + 


| -—- o3 i — 
1. CD FO = Zf mE EOS mdw 
Y Jo 7] 


L2 [** (5 — wcosw + 2esinat 
a AD = 4f S dul pat cde 
(3) f(D = e^*cosA«u G), 
(45 f) = eig) 
0 <í 、 


-- 4 H 
4. AO» fü) = 4 y GIM — cost + e DO te % 


la s x 
ze (1 +eT) 2 


1 qm os 
5.u = P m [F 389 dd 
pcm («€ 一 rz), (9 — y), (£ — 25) 


+ oÉ 
1 _ te 
6. (1) ulr) = EZ ed 
2.% TÉ 
+° * 
= d — eosl E £ 
(2) u(m=,t) » = fe Seos| 1 Eja 
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1 A- 4-55 
4 


(3) ur, = e 
2 V wt 
= 2 . MEE 
7. (1) FG) = 41 (2). FEG) = E 
_ 1 _ k 
(3) FG = — W FG) = ri 
— s + 2 — z+ 1 
8. OD FG) = SGEAX (2) Fae) = y + Gy 
EDU 1 fe e* 
»O /0 = Z € E | 
(2) fG = sh — t, CBOE de Gin: — 4cost) 
(4) fa) = 20 — cho) | 
10. (D (€) = sing Q) fq) = LP 
28 l 
(3) fG) = > ° > ° 
(4) JG) = 2e ”cos3: + 于 engsin3z 
11. (1) y = ic 一 cos% 一 sin3t) ` 
(2) y) = te'sint (3) yA) = e 
w ya) = 1" FG) — 2cost * F (2) 
z(t) = — cost * F4) 
EN — e: — le — 2 
4 5 
12. (OD pG) = 3 1 1 
M abt 一 上 ot -二 
10* +e 2 e + 5 
e 2 一 ler : e 十 le ] 
— — — 2t 3 — 8t 2 -è —_ 1l 一 上 
(2) gu) = 2e + +° uu z te 
4e " 9 e * 一 fe: + lae 
(3) 


eo | 


* 350 = 


cost 一 2sint + e'(— 4 — 23, + 33,2 + 3e" + 7s — h) 
2cost 一 2sint + e'C— 4 — 29, + 39,) + 2e" (1 + 2, — UD 


] 


- 0 dde 
13. ux, = 
fa-—) amt 
a a 
La — cosax ) — (1 — cose (t 一 >J t> " 
4.u Cr, = 


二 (1 — cosut) t< Ž 
w : - a 


15. OD. az, = Q + 二 siny)z: 十 + (e -Dy + (y — 1: 
(2) u(z,y) = 1 — e*)cosy + (1 + re + y* — 1, 


x u 
16. ur, = 6e T'sin PE + 3e" ""sinzz 


17. (1) uz, = be^" — be "erfc( —7T .) 
2a i 

„be 5 

(2) ulz) = 2! E 


o2 


(3) u Gr, = > Z sin(a 一 j| [acento 


s=} 


G — Z yuu 一 =, 
a a 


sin(z — + Jég (6, dédr 


习 H A 
1. 由 题 设 < < 1.0 < S< Lo = 取 , 差 分 格式 稳定 , 作 
z; = iâr G=1,j23,4,5) 
t= j G= 0,1,2, 50) 
则 有 
uy = Gaga Fuss) G= 12,344 j=1,250 


Uo, = Hy; = Ü (j= 1,2,=-- 50) 


U i - 
ga- s) (v = 1,2,3,4,5) 


Ho 一 xz (1 一 X) = 
由 此 可 得 
Woo 一 0, ti o 一 0. 16, t; o 一 0. 24, Hao 一 0.24, tu, 一 0.16 
Uso 一 0, tii = 0. 12, Us, = 0. 20, a, = 0.20, t41 = 0. 12, 
ti, = 0. 10 uz, = 0.16, 25,; = 0.16, 44, = 0. 10 


* 351 ° 


其 余 结 点 ,类似 计算 
2. 由 题 设 h = 0.1 为 步 长 , 作 
n= ihih y y 十 Gj=0121 


再 用 异步 迭代 公式 可 得 
un = 0. 0000, u: 一 :0.2500， zs = 0. 3125 
u,, = 0.3281, usa = 0.3320, za = 6.3330 
uri = 0. 3333, ua = 0.3333, us: 0. 0833 
ui =— 0.2500, ua = 0.0000, ts, = 0. 0781 
Gta = 0.1016, asa = 0.1084, Hs: = 0.1104 


usa 0.1109, s2 = 0.1111, usa = — 0. 2014 
共 余 结 点 可 类 似 计算 。 | | 


3 Dy = LOU Au Sus O0 GQ 
$,—0 X2 ET. 
4 fE z —dAr G= 01,2 NN « z l) 
= jh (j=0,,2,:) 

HE o= TLAK 

uj gai = W(t tir) H 2 — Du — wu 

G = 1,2,“ N 1,7 1,2,3,.") 

uo, 一 ux,j =0 (0,52, 

jo = Ua = tAr(1 — iâr) i= 1,2,—N f 
5. y(x) = (1 — z)(1 — 0.211z — 0.783z* -+ 0. 204z') 
6.u(r,y) = zu — at) (y: 一 a!) 
GER : 设 xz(zyy) = kl — a(g? — a) 
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